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内 & 简介 


本 书 是 弯曲 时 空 量子 场 论 和 量子 宇宙 学 的 入 门 书 籍 ， 是 在 刘 辽 教授 多 
年 于 北京 师范 大 学 讲授 “弯曲 时 空 量 子 场 论 ”和 “量子 宇宙 学 ”两 门 课程 
讲义 的 基础 上 整理 、 改 编 而 成 的 。 其 内 容 叙 述 这 入 浅 出 ， 介 绍 了 弯曲 时 空 
量子 场 论 和 量子 宇宙 学 的 基本 思想 、 主 要 人 研究 方法 以 及 重要 研究 成 果 。 内 
容 包括 时 空 结构 与 彭 罗 斯 (Penrose) 图 、 时 空 对 称 性 与 基 灵 (Killing) 矢 量 场 、 
空 和 粒子 、 量 子 物质 场 的 有 效 作 用 量 、 正 规 化 与 重 整 化 、 共 形 反常 与 重 
整 化 能 动 张 量 的 计算 、 相 互 作用 场 、 黑 洞 物理 学 中 的 若干 问题 以 及 量子 宝 
宙 学 等 。 
本 书 可 作为 高 等 学 校 、 研 究 院 所 研究 生 的 弯曲 时 空 量子 场 论 和 量子 守 
宙 学 课程 的 教学 用 书 ， 也 可 供 有 关 的 科学 研究 人 员 、 教 师 参 考 . 
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弯曲 时 空 量子 场 论 和 量子 宇宙 学 曾 先后 是 引力 理论 研究 的 两 大 热点 。 它 们 揭 
示 了 引力 场 中 各 种 物质 场 的 量子 效应 以 及 部 分 引力 场 的 量子 效应 ,为 人 们 提供 了 
全 新 的 概念 (如 黑洞 不 是 黑 的 , 会 向 外 发 出 热 辐射 , 又 如 宇宙 创 生 于 无 ), 也 为 进 一 
步 深入 研究 引力 理论 提供 了 可 资 借鉴 的 方法 (如 协 变 地 减 除 物质 场 能 动 张 量 中 的 
无 限 大 从 而 给 出 重 整 化 的 能 动 张 量 ， 又 如 利用 对 称 性 将 一 个 无 限 维 的 问题 化 为 一 
个 有 限 维 的 问题 等 )。 

弯曲 时 空 量子 场 论 和 量子 宇宙 学 也 是 刘 辽 教授 在 科研 中 最 为 关注 的 两 个 领域 。 
在 这 两 个 领域 ， 他 一 面 科 研 、 一 面授 课 ， 培 养 出 一 大 批 研究 生 。 本 书 的 前 一 部 
分 弯曲 时 空 量子 场 论 ， 就 是 来 源 于 刘 辽 教授 于 1986 年 春 在 日 本 大 阪 大 学 
研究 生 班 上 课时 用 的 英文 讲稿 ， 它 主要 根据 N. D. Birrel 和 P. C. W. Davies 的 
Quantum Fields in Curved Space] 改编 而 成 ， 且 基 本 上 保持 了 该 书 的 体系 ， 有 不 
少 段落 直接 摘自 该 书 。20 世纪 80 年 代 后 期 和 90 ER, 刘 辽 教授 在 北京 师范 大 学 
授课 过 程 中 把 讲稿 扩充 成 讲义 , 增加 了 当时 出 现 的 一 些 新 内 容 , 特别 是 增加 了 以 刘 
辽 教授 为 代表 的 北京 师范 大 学 相对 论 研 究 群体 的 最 新 研究 成 果 。《 弯 曲 时 空 量 子 场 
论 》 讲 义 历经 多 次 增删 , 但 始终 以 英文 版 的 形式 出 现 。 本 书 的 后 一 部 分 一 一 量子 
宇宙 学 ， 其 原形 是 刘 辽 教授 为 北京 师范 大 学 相对 论 专业 研究 生 班 讲授 量子 宇宙 学 
课程 而 编写 的 中 文 版 讲义 《量子 宇宙 学 》。 

由 于 两 本 讲义 形成 于 不 同年 代 ， 并 经 过 反复 增删 ， 所 使 用 的 符号 也 就 前 后 不 
一 , 有 些 甚至 直接 将 原始 论文 照搬 放 入 讲义 作为 其 中 的 章节 。 原 讲义 中 的 文献 也 多 
有 残缺 , 有些 甚至 只 有 部 分 作者 的 名 字 , 没有 年 代 , 没有 出 处 ; 有 些 虽 有 出 处 , AI 
是 错 的 。 刘 辽 教 授 非 常 希望 将 这 两 本 讲义 整理 成 书 , 但 因 多 种 原因 , 一 拖 再 拖 。 时 
BSA, 刘 辽 教授 年 事 已 高 , ASSIA, 已 无 力 将 讲义 整理 成 书 。 2011 F, 赵峰 
教授 把 《弯曲 时 空 量子 场 论 》 的 英文 讲义 译 成 中 文 , 并 约 我 将 刘 辽 教授 这 两 本 讲义 
合并 、 整理 、 核 实 、 补 充 和 修订 。 我 原 拟 和 赵 峥 教授 共同 承担 整理 的 责任 、 共 同 署 
名 ,然而 赵 峥 教授 执意 不 肯 。 赵 峥 教授 与 我 作出 基本 约定 一 一 不 对 书 中 内 容 做 大 
幅 增删 ， 以 原 书 内 容 面 世 。 因 此 ,我 在 整理 两 本 讲义 时 ,遵循 如 下 原则 : 一 是 按照 
我 的 理解 ， 对 全 书 的 逻辑 体系 、 符 号 系统 、 公 式 推导 、 文 字 叙 述 加 以 整理 , 在 内 容 
上 尽 可 能 忠实 地 反映 两 本 讲义 的 原貌 ; 二 是 在 对 参考 文献 的 补 全 时 , 重点 补 全 刘 辽 
教授 最 初期 望 引用 的 文献 , 并 加 入 少量 使 本 书 逻 辑 体系 完备 所 必需 的 文献 , 而 不 是 
将 整个 学 术 界 的 相关 文献 都 补充 到 这 本 书 中 。 这 一 原则 必然 使 大 量 相关 文献 (有 些 
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甚至 是 更 重要 的 文献 ) 没有 列 到 参考 文献 之 中 , 对 此 , 我 只 能 请 这 些 被 遗漏 文献 的 
作者 海 涵 。 

原 《 量 子 宇宙 学 》 讲 义 分 为 两 大 部 分 , 一 部 分 是 量子 宇宙 学 部 分 , 介绍 宇宙 波 
函数 的 概念 、 计 算 方法 与 应 用 ; 男 一 部 分 是 虫 洞 物理 学 。 鉴 于 虫 洞 物理 学 作为 整体 
已 收入 刘 辽 、 赵 峥 、 田 贵 花 、 张 靖 仪 著 的 《黑洞 与 时 间 的 性 质 》 引 一 书 ， 本 书 只 选 
择 性 地 采用 这 部 分 内 容 ， 并 将 之 融入 “量子 宇宙 学 ”一 章 中 。 由 此 导致 《量子 宇宙 
学 》 讲 义 中 取材 于 李立新 的 硕士 论文 站 的 关于 洛 伦 兹 虫 洞 和 时 间 机 器 一 节 被 整体 
删除 。 在 此 , 特 向 李立新 教授 致歉 。 在 对 两 本 讲义 整理 的 过 程 中 , 为 使 本 书 能 够 比 
较 自 成 体系 , 不 仅 对 部 分 章节 的 位 置 做 了 调整 , 也 对 书 中 的 公式 做 了 重新 推导 。 

经 整理 后 , 本 书 可 以 作为 弯曲 时 空 量子 场 论 和 量子 宇宙 学 的 入 门 书籍 , 其 内 容 
叙述 深入 浅 出 , 包含 大 量 详细 的 推导 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 、 研 究 院 所 研究 生 的 弯 
曲 时 空 量子 场 论 和 量子 宇宙 学 课程 的 教学 用 书 ， 也 可 供 有 关 的 科学 研究 人 员 、 教 
师 参 考 。 然 而 , 科学 发 展 日 新 月 异 , 这 本 书 只 是 反映 了 一 个 时 间 段 的 发 展 , 并 没有 
包含 最 新 的 研究 成 果 。 记 得 温 伯 格 在 其 《引力 论 与 宇宙 论 》 第 一 章 开 篇 时 写 过 一 段 
话 :“ 物 理学 并 不 是 一 个 已 经 完成 的 逻辑 体系 。 相 反 , 它 每 时 每 刻 都 存在 着 一 些 观念 
上 的 巨大 混乱 ， 有 些 观念 像 民 间 史 诗 那 样 , 从 往昔 英雄 时 代 流 传 下 来 ; 而 另 一 些 则 
是 像 空 想 小 说 那样 ， 从 我 们 对 于 将 来 会 有 伟大 的 综合 理论 的 向 往 中 产生 出 来 向 。” 
读 过 这 本 书 ， 再 重 温 这 段 话 , 一定 会 有 更 深刻 的 体会 与 更 多 的 感触 。 

在 《弯曲 时 空 量 子 场 论 》 讲 义 当 年 历经 的 多 次 增删 过 程 中 , 当时 研究 生 班 的 朱 
建 阳 、 高 卓 、 周 路 群 、 张 金融 、 王 波 波 、 茧 方志、 李 翔 、 贺 输 、 高 长 军 等 同学 ,参与 
了 这 本 讲义 的 电脑 编排 、 绘 图 、 打印 、 校 订 等 工作 。 特别 是 朱 建 阳 博 士 ， 曾 主动 积 
极 组 织 全 部 校订 和 编辑 , 付出 了 很 多 的 精力 。 在 此 , 我 代表 刘 辽 教授 对 他 们 的 付出 
表示 诚挚 的 感谢 。 

在 将 两 本 讲义 合并 整理 成 书 的 过 程 中 ,我 首先 要 感谢 赵 峥 教授 花 了 大 量 时 间 
将 《弯曲 时 空 量子 场 论 》 的 英文 讲义 译 成 中 文 , 在 这 一 过 程 中 , KERAG, XI 
彪 教授 协助 做 了 许多 工作 , AABN. JE SPA. XA. PME. T 838. Zea. ENS 
举 、 吕 责 峰 、 王 应 林 、 姜 声 等 同学 帮助 录入 ,整理 成 中 文 讲义 。 作 者 在 此 对 上 述 协 
助 参与 本 书写 作 的 同仁 深 表 感 谢 。 

最 后 , 在 本 书 的 整个 编写 过 程 中 , 得 到 赵 峥 教授 的 易 力 相助 。 李 立新 教授 为 本 
书 提出 了 宝贵 意见 。 北 京师 范 大 学 相对 论 组 邀请 我 参加 2012 年 底 在 北京 师范 大 学 
召开 的 学 术 会 议 ,并 在 会 上 对 书稿 的 整理 提出 了 宝贵 意见 。 在 此 , 我 要 表达 我 对 赵 
峥 、 李 立新 、 马 永 革 、 朱 建 阳 、 高 思 杰 、 吕 宏 、 周 彬 等 诸位 教授 以 及 凌 意 、 吴 小 宁 等 
研究 员 的 衷心 感谢 。 

本 书 从 讲义 的 编写 到 成 书 的 过 程 中 , 作者 长 期 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 ， 
特别 是 在 成 书 过 程 中 得 到 国家 自然 科学 基金 (10975141, 11275207) 的 资助 , 本 书 的 
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出 版 又 得 到 中 国 科 学 院 科学 出 版 基金 (2012 年 009 号 ) 的 部 分 资助 , 并 得 到 科学 出 
版 社 的 大 力 支持 , 在 此 一 并 致谢 。 

由 于 我 个 人 水 平 有 限 , 加 之 刘 辽 教授 已 无 力 参与 对 书 中 内 容 的 讨论 , 书 中 难免 
会 有 这 样 或 那样 的 错误 , 欢迎 读者 批评 指正 。 


黄 超 光 
2012 年 12 月 


符号 约定 


书 中 向 量 场 、 张 量 场 等 都 用 黑体 , 而 它们 的 分 量 则 不 用 黑体 。 本 书 不 采用 文献 
5]. [6] 使 用 的 抽象 指标 。 书 中 的 黎 曼 曲率 张 量 、 里 奇 曲率 张 量 采用 如 下 定义 ， 即 


T us = rs god ose Ge I ud os 
Rw = HAV 
Uk “量子 宇宙 学 ”一 章 度 规 采 用 号 差 (-,+,+, 十 ) 外 ,其 余部 分 度 规 都 采用 号 
差 (+, 一 ,一 ,一 )。 用 文献 [7] 中 的 述 语 就 是 ， 在 书 中 绝 大 部 分 采用 (—,-,-), ME 


ETTER EPAR (5 7,7). 其 中 第 一 个 符号 表示 号 差 的 符号 , 第 二 个 符 
号 表示 黎 曼 曲率 张 量 定义 的 符号 ， 第 三 个 符号 是 爱 因 斯 坦 方程 中 Tu, 前 系数 的 符 
号 。 书 中 大 多 时 候 采 用 c= 斑 =G=1 的 自然 单位 制 , 但 在 “量子 宇宙 学 ”一 章 中 
KH c= hħ = 167G = 1 的 自然 单位 制 。 th. lb. Mp. T, 等 是 相应 自然 单位 中 普 朗 
克 时 间 、 普 朗 克 长 度 、 普 朗 克 质量 、 普 朗 克 温度 等 。 
书 中 尽 可 能 用 不 同 的 符号 表示 不 同 的 物理 量 , 但 因 字 母 有 限 , 而 物理 量 较 多 ， 
不 免 有 些 量 采 用 相同 的 符号 。 下 面 列 出 一 些 容易 混淆 的 符号 : 


T dE 
[ES 
: DERI: T 克 鲁 斯 卡 时 间 坐 标 
四 虫 洞 几率 幅 与 4 体积 之 比 了 aie 
k — FRW 度 规 中 的 空间 曲率 T n 
K ”外 曲率 的 迹 © ( 流 形 间 的 ) 映射 
k 玻 尔 效 曼 常量 (3) 重新 标 度 后 的 标量 场 (V2no4) 
nm k — CD 爱 因 斯 坦 场 方程 中 Tu 前 系数 的 大 小 
M ñE @ 镜子 运动 中 的 参数 
> ee ee 欧 化 的 、 归 一 化 、 外 曲率 的 迹 
m) 探测 器 在 r 时 刻 的 单 极 算 子 IU 
ln Q) 重 整 化 中 的 能 量 标 度 
HB p" HP € 标量 场 与 引力 场 的 合 常数 
"Ais 基 灵 矢量 
pm £o 基 灵 矢量 的 分 量 


(3) DS 展开 中 的 参数 


前 言 
符号 约定 
p m WE IIT 1 
522 BOHAHSEENB esee eee ees i 
QM eed tU 4 
eB oe oe Bw superius dus (s qt x dic oe UR ES IDEE ERE eR oS a Ty 5 
$53. Peay ee ope A ERE oeeies sessi Dres mr eae cR kr eR RR ERA RAS 6 
DAS. “TRE Pir be UELLE II QI LI TO 7 
2.5 弗 里 德 曼 - 罗 伯 逊 -沃克 时 室 的 彭 罗 斯 图 9 
2.8. Ai pari SiR eee MEER] eens yew ened an rV ERHURE RR ie a 11 
%3% SERRE Se ee ws 2 -——— eerte Rhenus 15 
NEC. Qr T EDT 15 
DAE S ie URTEIL T LIU I EMM 16 
Bg ot Bf Ae ee TRO BH] ores de are Sa eee rh pe eR rei 17 
251 PODES BI ee ae iore Woks Osawa pene vers TAURI CIERRET QN UM 17 
BAD I I DOLI 2 LT III UTTMNTUEPETE 18 
SOR. MER MEI SS oh Ee STA wet eter caleui sert ete dr eC UR C did 18 
$34 TROU SE eoa Sas eI iem bs Exc ARGUS Cr sar e ews 19 
335 k= 0 AUSF e SEDE INS Senn Rm 19 
3.3.6 k= +1 AY FRE PRB AMD IR PEI SE M 19 
34 JUDIEXEKXBES eerte rnnt tem trs iret p Ed 19 
3.1 JUEAERATE eee nnne rrr nt rint 19 
3.4.2” 几 种 常用 时 室 eene eee semen neem mitt gn Sv pee Rene p 20 
3.4.3 HAZ IBOBSURXeeee e X meme 20 
344 ”有 关 流 形 拓 扑 的 一 个 注 e Meme 20 
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20 世纪 40 ERK, 人 们 已 经 成 功 地 在 平 直 时 空中 把 各 种 物质 场 量子 化 , FE, 
就 很 自然 地 提出 如 下 课题 : 
(1) 如 何在 弯曲 时 空中 把 物质 场 量子 化 ? 
(2) 如 何 把 引力 场 本 身 量子 化 ? 
对 于 问题 (2), 在 许多 引力 或 时 空 的 量子 化 方案 中 存在 一 个 深层 次 的 概念 性 困 
难 : 我 们 几乎 不 可 能 对 引力 场 gule) 引进 量子 化 条 件 。 
我 们 把 度 规 张 量 写作 
Juv = Nv + Ap, (1.1) 
RP, no 是 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 度 规 。 在 弱 场 线性 近似 下 ， 真 空 爱 因 斯 坦 
(Einstein) 方程 可 以 写作 
Dhy, = 0, (1.2) 
这 是 一 个 洛 伦 兹 (Lorentz) 不 变 的 场 方程 。 其 中 ， 二 阶 张 量 场 nuu 是 洛 伦 兹 群 的 
一 个 表示 ， 二 次 量子 化 后 ，h,, 场 表 示 自 旋 为 2 的 无 质量 粒子 。 这 就 是 引力 场 的 
URET. 但 是 ,一 般 说 来 ,如果 我 们 想 量 子 化 g(x), 则 二 次 量子 化 意味 着 算 
符 Gu (r) 应 该 在 类 空间 隔 上 满足 一 定 的 对 易 关 系 。 然 而 ,在 搞 清楚 作为 C 数 的 
gtz) 或 度 规 之 前 ,类 空间 隔 无 法 定义 ， 上 述 对 易 关 系 也 就 没有 意义 。 但 是 , 这 个 
C 数 度 规 又 要 由 量子 化 后 的 (ov(z)) 来 定义 ， 上 述 逻 辑 上 的 困难 使 得 我 们 缺乏 关 
于 Glo) 及 其 量子 条 件 的 切实 可 行 的 定义 。 
虽然 建立 自治 的 量子 引力 理论 遇 到 巨大 的 : 
困难 ， 但 是 这 并 不 妨碍 人 们 在 弯曲 时 空中 建立 \ 一 一 一 一 ~y 
量子 场 论 。 在 弯曲 时 空 量子 场 论 中 , 时 空 背景 仍 
是 经 典 的 。 而 物质 场 则 是 量子 化 的 。 经 典 时 空 与 D 
量子 化 的 物质 场 由 半 经 典 的 爱 因 斯 坦 方程 ` i 
Gw = =K (Tuv) (1.3) y! ja 
联系 起 来 ， 其 中 |) 表示 某 种 量子 物质 的 态 矢 Y | 
量 。 我 们 首先 要 澄清 上 述 方程 的 适用 范围 从 式 
(1.3) 可 知 ,物质 场 的 量子 涨 落 将 导致 引力 场 的 pbk eee 
量子 涨 落 。 在 什么 情况 下 可 以 忽略 后 者 ， 保 持 时 空 的 经 典 性 质 呢 ? 如 图 1.1 所 示 ， 


令 B 为 引力 场 中 某 点 的 平均 黎 曼 曲 率 ，-7 方 是 这 点 的 平均 曲率 半径 ,在 该 点 的 半 
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BA r 的 邻 域 UV 中 引进 一 个 近似 的 局 部 惯性 系 , 可 以 在 此 近似 的 局 部 惯性 系 中 定 
义 物质 场 的 正 能 解 ， 即 
Js my ge. (1.4) 


AP, t 是 局 部 惯性 系 的 时 间 坐 标 。 
假定 引力 场 足够 强 , 或 者 说 B 足够 大 ，B-3 足够 小 , 则 我 们 应 该 考虑 不 确定 
关系 


1 


wis wet (1.5) 
这 里 , 我 们 已 采用 普 朗 克 (Planck) 单位 制 ， 即 
Gohecel, 


普 朗 克 长 度 : lp = (Ghe~*)? = 1(= 1.616 x 107cm), 
普 朗 区 时 间 : tp = (Ghc-5)3 = 1(— 5.39 x 10-44s)， (1.6) 
普 朗 克 质 量 : Mp = (G^! hc)? = 1(= 1075g), 


并 假定 w 自身 与 它 的 不 确定 量 Aw 同 量 级 CS Bo? 很 小 或 者 Aw 很 大 时 , 这 是 可 
能 的 )。 式 (1.5) 相应 于 Bo? 的 能 量 不 确定 值 为 Au ~w ~ Bz。 
E c ^ w 4- du 的 间隔 内 , SER «wdw, 局 部 物质 能 量 密度 的 不 确定 度 为 


B? (Aw) . 
n w- w?dw ~ B? (1.7) 
0 


从 爱 因 斯 坦 方程 可 知 ， 此 物质 能 量 密度 的 不 确定 度 将 导致 时 空 曲率 之 同 量 级 的 不 
Mex B?, WẸ B <1, UB? « 1, 这 时 时 空 的 量子 涨 落 可 以 忽略 。 
FIF B < 1 意味 着 曲率 半径 大 于 普 朗 克 长 度 , Bl B-3 > (Ghe~*)? = 1.616 x 
10-33cm = lp ( 普 朗 克 长 度 )。 
总 之 , 在 条 件 
曲率 半径 > 1, = (Għ)? (1.8) 


曲率 < Kp = GA t =10° an (1.9) 


下 ， 可 以 忽略 时 空 的 量子 涨 落 ， 保 持 时 空 的 经 典 意义 ， 保 证 弯曲 时 空 量子 场 论 
成 立 。 

Bii 大 爆炸 宇宙 

弯曲 时 空 量子 场 论 仅 在 普 朗 克 时 间 之 后 才 成 立 , 或 者 说 , 我 们 不 可 能 给 出 演化 
宇宙 在 普 朗 克 时 间 之 前 的 时 空 描述 。 
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例 2 if ELPG (Schwarzschild) 黑洞 

在 黑洞 内 部 有 一 个 半径 为 jp 的 普 朗 克 球 , 经 典 时 空 的 概念 只 能 用 于 此 球 的 外 
部 , 所 以 位 于 普 朗 克 球 之 内 的 、 从 经 典 广义 相对 论 推演 出 的 奇 点 可 能 没有 意义 。 另 
Sh, 考虑 黑洞 温度 


hc? 1 7 i " RAE 1 1 M ` 
EI (G^ hc)? (G^ he kg?) x MpTp iT - "M Ts (1.10) 


假如 普 朗 克 温 度 是 温度 的 上 限 ，M。 则 应 是 黑洞 质量 的 下 限 。 这 就 是 说 ， 不 可 能 用 
任何 方法 把 一 个 黑洞 的 质量 约 化 到 普 朗 克 质 量 以 下 。 
斯 莫 林 (Smolin) 等 在 1987 年 指出 四, 蒸发 的 施 瓦 西 黑洞 的 质量 一 旦 趋 于 普 朗 
2004 F, xix RISE ABE) 通过 量子 化 施 瓦 西 黑 洞 也 指出 ,蒸发 的 施 瓦 西 黑洞 
有 一 个 普 朗 克 尺 度 的 残留 的 基态 ( 见 第 9.7 节 )。 


我 们 感 兴趣 的 时 空 结构 被 限制 为 : 

(1) 它 是 一 个 4 维 、 实 连通 的 、C™ 的 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) VUE. 在 其 上 可 以 
定义 一 个 Cr 的 、 非 退化 的 、 洛 伦 兹 型 的 对 称 度 规 张 量 g, 而 且 时 空 具有 足够 好 的 
因果 性 。 

(2) 此 时 空 应 该 是 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 解 , 或 者 说 仅 考虑 广义 相对 论 描述 的 
时 空 。 

几 点 注释 : 

(1) 4 维 。 经 验 表明 , 我 们 生活 的 时 空 是 4 维 (空间 3 维 , 时 间 1 维 ) 的 , 否则 
静电 学 的 平方 反比 定律 (库仑 (Coulomb) 定律 ) 将 不 成 立 。 研究 表明 , 对 于 n 维 空 
间 中 的 (n — 1) 维 超 曲 面 ， 从 球 对 称 和 高 斯 (Gauss) 定律 可 知 E — g/r"-!1。 当 然 ， 
按照 超 弦 理论 , 时 空 是 10 维 的 , 但 是 额外 的 6 维 应 该 被 紧 致 到 比 普 朗 克 尺 度 更 小 
的 范围 , 或 因 其 他 机 制 而 不 被 我 们 所 察觉 。 

(2) 实 连通 。 由 于 我 们 测量 的 结果 是 实 的 , 所 以 只 能 通过 测量 装置 认识 时 空 的 

(3) C^». 我 们 假定 时 空 流 形 是 足够 光滑 的 , 为 方便 起 见 , 假定 它 是 oo 可 微 的 。 

(4) 豪 斯 多 夫 空间 。 如 果 一 个 拓扑 空间 M 中 , 任何 两 点 pg € M(p Z = 
定 存在 p. q 各 自 的 邻 域 U, M Up 有 


DU, s, (2.1.1) 


BD M 中 任何 两 点 都 可 以 被 区 分 , 这 样 的 流 形 称 为 豪 斯 多 夫 空 间 。 图 2.1 给 出 一 个 
非 豪 斯 多 夫 空间 的 例子 : BRAN x = y < 0 部 分 被 认同 , 则 a(x =0) a'(y = 0) 
两 点 不 能 被 区 分 。 


a(xz- 0) 
prope em 
认同 
a'(y=0) 


图 2.1 非 豪 斯 多 夫 空间 
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(5) 非 退化 度 规 
detg,, #0 或 gt” 存在 。 (2.1.2) 


(6) CRAM. g 的 特征 根 的 号 差 是 土 >， 即 度 规 对 角 化 后 ， 其 对 角 元 为 3 
IE 1 AMA 3 负 1 正 。 我 们 仅 强 调 ， 通 过 4 维 空间 的 洛 伦 兹 号 差 ， 能 赋予 4 
个 坐标 中 的 一 个 以 “时 间 ” 意 义 ， 其 余 三 个 以 “空间 ”意义 。 应 该 注意 ， 当 号 差 
从 +2 变 到 -2 时 ， 或 从 -2 变 到 +2 时 ，R A Ry := RA, ARDE. M 
gw» O = g"" V, Vy, Ruvrp, Ry R 改变 正 负 号 。 在 不 同 号 差 情 况 下 ，7bo 始终 是 正 
的 。 由 于 度 规 号 差 、 黎 曼 (Riemann) 曲率 张 量 、 里 奇 (Ricci) 张 量 的 定义 不 同 ， 爱 
因 斯 坦 方程 也 略 有 差别 ,， 即 包 

1 


Ri — 5IwR = —KT yw, (2.1.3) 
或 
Ra 59w R = KT yy (2.1.4) 
(7) 对 称 性 
dus. TE Te, (2.1.5) 


EX, 度 规 张 量 永远 是 对 称 的 ; 而 联络 系数 的 对 称 性 , 意味 着 时 空 只 有 曲率 没有 

(8) 有 足够 好 的 因果 性 。 所 谓 时 空 具有 足够 好 的 因果 性 ， 首 先 ,要 求 在 时 空中 
不 存在 裸 奇异 和 闭合 类 时 线 ， 其 次 ,为 讨论 方便 ,要求 时 空中 存在 一 个 整体 双 曲 
区 域 ,在 这 个 区 域内 ， 可 由 柯 西 面 上 的 初 值 条 件 完 全 确定 这 一 区 域 的 全 部 未 来 和 
Mx. 
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在 广义 相对 论 中 ， 引 进 彭 罗斯 (Penrose) 图 会 使 时 空 结 构 的 研究 变 得 比较 方 
fg. 在 彭 罗斯 图 上 ,所 有 类 光 测 地 线 都 是 445° 的 直线 ， 从 而 使 时 空 的 因果 结构 变 
得 一 目 了 然 。 有 了 它 , 可 以 方便 地 研究 时 空 的 最 大 延伸 或 时 空 的 最 大 解析 延 拓 。 彭 
罗斯 图 避 开 了 坐标 奇异 性 ， 只 保留 曲率 奇 点 。 

共 形 无 穷 远 的 定义 (图 2.2): 

I*(M) ~ 流 形 M 的 类 时 未 来 (过 去 ) 无 穷 远 ， 

粗略 地 说 : r= HBL, t 一 too; 

I? ~ 流 形 M 的 类 空 无 穷 远 ， 

D 关于 这 一 问题 的 进一步 讨论 可 见 文 献 [7] 的 第 一 页 上 。 
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粗略 地 说 : t= AA, r 一 co; 
J*(M) ~ 流 形 M 的 类 光 未 来 (过 去 ) 无 穷 远 ， 
粗略 地 说 : (tr) = 常数 , (t 土 7) 一 xoc. 


了 + 


ll Z 


t 


图 2.2 ” 共 形 无 穷 远 的 定义 


2.3 ”闵可夫 斯 基 时 空 的 绢 罗斯 图 


球 坐 标 下 的 闵可夫 斯 基 度 规 为 
ds? = dt? — dr? — r?(d0? + sin? gdo2)， 
引进 如 下 坐标 变换 (t, 7,0, 0) 一 (v,6,0, 9), 
bred it 
2 
| Y — 3 


€ 


t—r = tan 


则 线 元 式 (2.3.1) 变 成 


ds? = 
4 cos? 


可 以 证 明 


In) -— 


yt one! 


(2.3.1) 


(2.3.2) 


(2.3.3) 


(2.3.4) 


2.44 LANTERI HE “Ts 


r=0e¢é=0, 
Ft e (p=x,€ =0), 
I (Y= -Nn,é = 0), (2.3.5) 


I? 5 (y —0,£ =n), 
IT ~ 连接 (x,0) 和 (0, x) FFARR, 
J 了 了 -和 ~ 连接 (x,0) 和 (0, x) MAAR. 


注意 : 所 有 的 边界 点 都 是 式 (2.3.4) 的 奇 点 (坐标 奇 点 )， 只 有 开 三 角 区 域 和 
r= 0 的 开 线段 相应 于 闵可夫 斯 基 时 空 。 现 在 我 们 作 一 个 共 形 变换 


ds? = C2ds? (2.3.6) 
或 
Ge C das (2.3.7) 
其 中 
C? = 4cos? (==) cos? (255) i (2.3.8) 


闭 三 角 区 称 为 闵可夫 斯 基 时 空 的 彭 罗斯 图 ， 除 去 
I*. P für = 0 上 的 点 外 ,图 上 每 一 个 点 表示 一 
个 二 维 球面 。 HER: 在 任何 一 个 方向 上 , 按 仿 射 参 r 

量 计量 , 测 地 线 都 能 无 限 延伸 。 在 这 个 意义 上 , jq 。 图 2.3 闵可夫 斯 基 时 空 的 
可 夫 斯 基 时 空 是 测 地 完备 的 (g-complete), 如 图 2.3 ZEN 

BUR. 


2.4 施 瓦 西 时 空 的 彭 罗 斯 图 
众所周知 ， 当 使 用 施 瓦 西 坐标 时 ， 施 瓦 西 时 空 


ds? = (1 = a) di? = (1 z 学) B dr? — r° (d6? + sin? Ody”) (2.4.1) 
有 两 处 奇异 性 , Bl r= 0 和 7= 2M (或 7 = 521). 引进 如 下 的 坐标 变换 
Re - T! = (yr - 1) exp (uz) 
T = danh (a) (r > 2M), (2.4.2) 
zm (57) (r < 2M), 
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我 们 得 到 用 克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal) 坐标 表述 的 施 瓦 西 时 空 (图 2.4). HD 


2M3 ; ; ; i 
ds? — (* ) exp (-z) (dT? — dR”) — r?(d0? + sin? Ody”), (2.4.3) 


它 消除 了 施 瓦 西 奇 点 (r+ = 2M 处 的 坐标 奇异 性 )， 
只 保留 了 7 = 0 处 的 曲率 奇 点 。 克 鲁 斯 卡尔 证 明 ， 
此 流 形 是 施 瓦 西 时 空 的 最 大 解析 延 拓 09 。 现在 , 再 
引进 一 个 坐标 变换 

(7 及 ,0P) — (v,€,0, v), 


这 里 


图 2.4 用 克 鲁 斯 卡尔 坐标 
表述 的 施 瓦 西 时 空 


于 是 有 


r3 exp dy? — d£? 
ds? — (= ) acters ae 一 r2(db2 + sin? 6dy?). (2.4.5) 
T 4 cos? (=) bes? (==) 
2 


ds? = C?ds?, (2.4.6) 


2. 21U 十 有 aleve 
C| = 4cos (== ) cos (= ) 


这 样 , 我 们 得 到 了 施 瓦 西 时 空 的 最 大 解析 延 拓 的 彭 罗斯 图 (图 2.5). 它 包 括 1 与 1 
两 个 宇宙 (相互 间 无 因果 联系 )、 黑 洞 区 JI、 和 白 洞 区 TV 。 


(2.4.4) 


T+R=tan (YEE), 


T — R = tan E 


现在 做 共 形 变换 


图 2.5 施 瓦 西 时 空 的 彭 罗斯 图 


2.5 弗 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 时 空 的 彭 罗 斯 图 .9 . 


注意 : 

(1) 所 有 的 静态 球 对称 真 空 解 (包括 黑洞 解 和 白 洞 解 ) 都 包含 在 图 2.5 中 。 此 图 
对 于 空间 反射 和 时 间 反 演 都 是 对 称 的 。 

(2) 时 空 有 两 类 不 同 的 边界 , 即时 空 奇 点 7 = 0、 无 穷 远 。 

任何 测 地 线 不 能 被 延伸 到 上 述 边 界 之 外 。 由 于 在 r= 0 SEEN AA 
此 流 形 不 是 测 地 完备 的 。 然 而 , 此 图 是 施 瓦 西 时 空 的 最 大 解析 延 拓 。 


2.5 弗 里 德 曼 - 罗 伯 逊 - 沃 元 时 空 的 彭 罗斯 图 


弗 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 (Friedmann-Robertson-Walker, FRW) 时 空 线 元 的 标准 
形式 是 
dr? 
1 — kr? 


= dt? — a?(t) [dx? + f?(x)d2?] , (2.5.1) 


ds? = dt? — a2(t) 十 72d122 


其 中 
snx (0<y<a2,k=+41) 
ie a a ah c (0€x«ook-0) , (2.5.2) 
sinhX (0xx«oo,k- -1) 


dQ? = dé? + sin? Ody? 是 单位 球面 上 的 线 元 。 如 果 引 进 共 形 时 间 


dn = a !(t)dt (2.5.3) 
或 t 
a J a^ (t')dt', (2.5.4) 
DIT TE I TR HE HILAL 
ds? = C? (n) (dn? — dx? — f?(x)d?] , (2.5.5) 
AF, C?(n) = a?[t(m)]。 对 于 物质 为 主 的 零 压 强 情 况 
k-1 C(n)=-F(1-cosn), t=-Em-sinn) (B<0), 
k==1 Oye -50 —coshn), t= E —sinhg) (E 0), (2.5.6) 
k=0 O(n) = t=in = (B=0), 


这 里 , 积分 常数 E = (988) + (9488). 
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说 明 : 


(1) k = 41 的 彭 罗斯 图 。 从 式 (2.5.5) 与 式 (2.5.6) 容易 得 到 如 图 2.6 RNs 
罗斯 图 。 但 需 注意 ， 只 有 对 于 物质 为 主 (p = 0) WF. n € (0,2m 门 ; 对 于 p>0 


RISA. n 的 取 值 上 限 会 减 小 上 1; 对 于 辐射 为 主 (p = 3) KER, m e (0,7. 


7 
_ 一 大 挤 压 奇异 性 或 7 


t= 常数 


7 一 常数 
宇宙 粒子 的 世界 线 ) 
坐标 奇异 性 


T 


Z l 
10, 大 爆炸 奇异 性 或 


图 2.6 k=+1 的 弗 里 德 曼 - 罗 伯 还 -沃克 时 空 的 彭 罗斯 图 
对 于 物质 为 主 的 宇宙 , b — 2n; 对 于 辐射 为 主 的 宇宙 , b= n 


(2) k = 0 的 彭 罗 斯 图 。 引 入 


ntx = tan (EE), 


则 有 


2 
ds? = ede. (du? — d£? — sin? ta?) . 


4 cos? (=) cos? (==) 


它 共 形 于 
ds? = a (dy? —d£^ = sin? £d?) ; 
相应 的 彭 罗斯 图 如 图 2.7 Aras. 
(3) k = 一 1 的 彭 罗 斯 图 


引进 
tan (* =£) = tanh (25x) ， 
则 有 
A. ncc gD gam 8 2 
da^ = cosi + £) coe? (U — £) (di^ — d£^ — sinf €dQ*). 
共 形 变换 后 , 得 


ds? = C?(n) (dv? ae = sin? Ed), 


(2.5.7) 


(2.5.8) 


(2.5.9) 


2.6， 德 西 特 时 空 的 彭 罗斯 图 „Ii 


相应 的 彭 罗 斯 图 如 图 2.8 所 示 。 


r= BE 
(宇宙 粒子 的 世界 线 ) 


N. i9, 大 爆炸 奇异 性 或 
图 2.7 k=0 的 弗 里 德 曼 - 罗 伯 逊 -沃克 时 空 的 彭 罗 斯 图 


N i-o, eae SEL 
图 2.8 k 二 -1 的 弗 里 德 曼 _ 罗 伯 进 -沃克 时 空 的 彭 罗 斯 图 


2.6 德 西 特 时 空 的 彭 罗 斯 图 
德 西 特 (de Sitter) 时 空 可 以 被 视 为 镶 几 在 5 维 闵可夫 斯 基 度量 空间 中 的 4 维 
超 双 曲面 (4), WA 
a Z^ z^ x: —a?, a= (1) i P (2.6.1) 
Bp 
de? = 5,,dZ^4dz^. (2.6.2) 


其 中 , nip = diag(1, 21, 21, 21, —1) Æ 5 维 闵可夫 斯 基 度 量 。 
k = 0 的 情况 如 图 2.9 Pras. 
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2Z°+21=0 
(t=—oo) 
(a) 

图 2.9 k= 0 的 德 西 特 时 空 的 彭 罗 斯 图 


其 中 
x 


óijz'z) = |x 一 oo < t, @ < +000 


从 式 (2.6.3) 与 式 (2.6.4) 可 得 
A X. 


即 新 坐标 域 仅 覆盖 ZO + 74> 0 的 空间 区 域 ， 所 以 


2t UE" 
ds? — dt? — exp (=) dda da! 


2 
= (3) (di? = ó;;dz'dz?), 


t 
n = —a exp (-=) (—oo « n « 0). 
a 


(2.6.6) 


(2.6.7) 


(2.6.8) 


显然 ， 它 共 形 于 闵可夫 斯 基 时 空 ， 所 以 它 的 彭 罗斯 图 与 闵可夫 斯 基 时 空 的 彭 罗斯 
图 相同 , 但 是 只 有 闵可夫 斯 基 图 的 下 一 半 。 这 一 时 空 常 被 称 为 稳 恒 态 时 空 ， 度 规 
(2.6.7) 常 被 称 为 稳 恒 态 宇宙 度 规 。 稳 恒 态 宇宙 模型 可 由 完满 宇宙 学 原理 02 得 到 ， 


也 可 在 爱 因 斯 坦 方程 中 变更 能 量 动量 张 量 的 结构 (3, 2 得 到 。 


k = 1 的 情况 。 
令 


2.6 ” 德 西 特 时 空 的 彭 罗 斯 图 “3 


Z^ =asinh(t/a), 
Z! =acosh(t/a) cos x, 
Z? = a cosh(t/a) sin x cos, (2.6.9) 
Z? = a cosh(t/a) sin x sin 8 cos y, 
Z’ =a cosh(t/a) sin x sin 0 sin y, 
得 
ds? = dt? 一 a2 cosh? (<) (dx? + sin? yd”). (2.6.10) 


如 图 2.10 所 示 , CAm T ENRE (x = 0,7 5 0 —0, x 是 其 极 坐 标 型 奇 点 )。 


(b) 
图 2.10 k=1l 的 德 西 特 时 空 的 彭 罗斯 图 


1928 Œ, 2438 9! 证 明了 静态 德 西 特 度 规 可 以 通过 如 下 的 坐标 变换 从 k= 0 
的 德 西 特 度 规 得 到 ， 即 


t+ zl - r*fa?|, 


j t r 
a (i) PL M (2.6.11) 


jt rijs 
di a 
ds? = (1 = =) dt? — (1 g =) dr" — 9d", (2.6.12) 
a a 


其 中 , Ar’ Ek = 0 的 德 西 特 球 坐 标 。 当 0 < r < o 时 , 度 规 是 静态 的 , 静态 区 
域 对 应 于 彭 罗 斯 图 (图 2.11) 的 左右 两 个 部 分 ; + = 0,a 是 坐标 奇 点 ; 当 r o 时 ， 
度 规 不 再 是 静态 的 , 它 对 应 于 彭 罗斯 图 (图 2.11) 的 上 下 两 个 区 域 。 

k= 一 1 情况 06] 。 

时 空 线 元 可 写成 

2 
ds? = Sn (a — dx? — sin? xd 2?), (2.6.13) 

彭 罗斯 图 如 图 2.12 所 示 。 


罗斯 图 


P 
A 
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罗斯 图 


+7 
Xu 


图 2.11 项 态 德 西 特 时 空 的 


罗斯 图 


+7 
35 


1 的 德 西 特 时 空 的 


图 2.12 k 
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时 空 对 称 性 由 度 规 空间 的 基 灵 (Killing) 矢量 场 决 定 。 


31 = 时 X 
设 映射 
yp: MN (3.1.1) 
诱导 出 映射 
p My t Uu (3.1.2) 


其 中 , MAN 是 流 形 , p € M plp) EN, Vp 和 Upp 分 别 是 p AM yp(p) 点 的 切 
空间 。 现在 假定 y 是 一 个 从 M 到 M 自身 的 映射 , yp, : p q 是 矢量 场所 诱导 的 
HOARE, t ERSE, 那么 可 用 voz 在 流 形 M 中 移动 张 量 场 T" 7I, e 
定义 TH, BRE € 的 李 (Lie) 导数 为 


i a aE 
Lope = lim pt q 1 p 
7 t—0 t 
M1 
= lim Z MET (3.1.3) 
t0 
AP, € 是 积分 曲线 pt WOK, STH n JE T" 7, YE p 点 的 形式 变 分 (图 3.1). 
T, 


图 3.1 李 导 数 定义 的 示意 图 
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评注 : 比较 微分 几何 中 的 三 种 微分 。 

(1) 偏 微 分 : T+ ,不 保持 张 量 性 质 : 

(2) 协 变 微分 : T., 保持 张 量 性 质 , 但 改变 张 量 的 阶 数 ; 
(3) FSR: 既 保持 张 量 性 质 ， 又 保持 张 量 阶 数 。 

可 以 证 明 : 

(1) Vf» Lef = faus"; 

(2) Yn”, Len” = q^, — Eh”; 

(3) Vw,» "dm = Wuv” + E" Wr} 

(4) 


DNT TEE. 
人 
=T”! PEs he: P coppa nias Saan Ep a T 
eg TN eee ak e (3.1.4) 
3.2 ZERKEY 
EX mR 
Le TIUA. ge =O, (3.2.1) 


JF H. v. 是 矢量 场 E 决定 的 积分 曲线 ， 则 称 w 是 张 量 场 T 的 单 参 运 动 群 。 
如 果 把 T 选 作 度 规 张 量 场 g, WA 
0= Le guy 三 iv 十 各 这 十 

= uwv T Ev; o (3.2.2) 
这 时 , PK & 为 度 规 的 一 个 基 灵 矢量 场 。 式 (3.2.2) 称 为 基 灵 方程 。 所 以 , 每 一 个 基 
RREH € 确定 度 规 的 一 个 对 称 变换 , 或 者 说 确定 度 规 场 的 一 个 单 参 运动 群 v. 

g" = z^ + £ dt, (3.2.3) 

也 可 以 说 w 是 等 度 规 映射 。 


如 果 £^ 是 基 灵 矢量 场 , 在 黎 曼 法 坐标 下 有 


Os = 0. (3.2.4) 
4 A. = 83. WI 
e 0 二 Su _ Iw be Ogjw (3.2.5) 
Oa Ür* Dr d 


这 意味 着 , WR gu 不 依赖 于 ze n 
[e£ (A = 0,1,2,3) (3.2.6) 


3.3 一些 重 要 时 空 的 基 灵 矢量 场 x dns 


是 一 个 基 灵 矢量 场 。 
用 能 动 张 量 TH MERRE E" 构建 一 个 矢量 

ph = TEE, (3.2.7) 
容易 证 明 、 

PH — 9. (3.2.8) 
对 于 一 个 紧 致 可 定向 域 ， 高 斯 定理 指出 

f Pav. = P" do, — 0, (3.2.9) 
D OD 


其 中 , dV, 是 与 度 规 相配 的 体积 元 , do,, 是 边界 OD 上 的 体积 元 。 对 于 一 个 孤立 物 
Ur dacHpuE AE, 或 者 一 个 渐进 平 直 时 空 , 可 以 得 到 一 个 守恒 的 积分 量 ， 即 

P= / P?qV3, (3.2.10) 
其 中 , dy 是 以 基 灵 矢量 场 E 为 法 线 的 超 曲面 o 上 的 体积 元 。 如果 E^ = 站 是 一 
个 类 时 基 灵 矢量 场 , 那么 P9 = Tle” = Te = T9, T EI n EE 
度 。 如 果 存 在 类 时 基 灵 矢量 ,PP EE IL is AB Ae. LI 
的 讨论 表明 , 一 般 来 说 , 对 于 一 个 任意 的 物 明 炉 笋 乙 够 统 ， 总 能 量 没 有 意义 ,除非 
此 系统 既是 孤立 系统 ,又 存在 类 时 基 灵 矢量 场 。 


3.3 ”一些 重要 时 空 的 基 灵 矢量 场 


3.3.1 ”闵可夫 斯 基 时 空 
ARATE ELAR A, 基 灵 方程 化 为 


+ py zs. (3.3.1) 
由 
Ejwp a 6vup = 0, 
bv, op F Ep vp == 0, (3.3.2) 
Ep, uv T Eu, pv = 0, 
可 得 
Enwp = 0. (3.3.8) 
式 (3.3.3) 的 通 解 为 
Su = C, t+ Ewe”, (3.3.4) 


其 中 , sj = ev， 所 以 共有 10 个 线性 独立 的 基 灵 矢量 场 (10 个 独立 参数 ), 包括 
3 个 空间 转动 ,3 个 特殊 洛 伦 兹 变换 ,4 个 平移 (3 个 空间 平移 ,1 个 时 间 平 移 )。 这 
是 4 维 流 形 (R^) 所 具有 的 最 高 对 称 性 。 
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3.3.2 2 维 球面 
2 维 球面 的 线 元 是 
ds? = d8? + sin 0?d? = (dz!)? + sin? x! (dz?)?. 
基 灵 方程 
&a = 0, 1:2 + £243 = 0, £5.9 = 0, 
可 分 别 化 为 


二 


方程 (3.3.6) 的 通 解 是 
E£! = Asin(p-- o), E€ = Acos(p + a) cot 0 + b, 
或 


E! = Acosasiny + Asinacosy, 
£2 = Acosa cos p coth + Asinasin y cot + b, 
所 以 , 共有 3 个 线性 独立 的 基 灵 矢量 场 ， 即 
£a) = (sin p, cos p cot 6), 
E (2) = (cos p, sin cot 6), 


0 
£(3) = (0, 1) (wm x) 
它们 又 可 写 为 


4 sin ; COS p 0 
@ cosa cos yp cot 0 VADER sin o cot 0 T 1 


€ = Acosa£q; + Asina) + bé(3). 
2 维 球面 (S?) RA 2 维 流 形 的 最 高 对 称 性 。 
3.3.3 ” 施 瓦 西 时 空 

可 以 证 明 施 瓦 西 时 空 有 4 ERREA, BI 


或 


E(1) = (0, 0, sin o, cos y cot 8), 
E (2) = (0, 0, cos v, sin y cot 6), 


0 
Heo = (0 0.8.) (m). 


0 
£y =(1,0,0,0) (mi). 


(3.3.5) 


(3.3.6) 


(3.3.7) 


(3.3.8) 


(3.3.9) 


(3.3.10) 


(3.3.11) 


(3.3.12) 
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其 中 , Ey. £o E) REN, Eu) 是 类 时 的 。 容易 看 出 ， 施 瓦 西 时 空 的 拓扑 是 
R! x R! x S?. 


3.3.4” 稳 态 轴 对 称 时 空 
稳 态 轴 对 称 时 空 的 基 灵 矢量 场 是 
ča = (0,0,0, 1) (wm ) 
£a) = (1,0,0,0) (m2) ; (3.3.13) 
HP, Eo XT, Ea 类 时 。 
3.8.5 k=0 的 弗 里 德 曼 - 罗 伯 逊 - 沃克 时 空 
k= 0 的 弗 里 德 曼 - 罗 伯 逊 -沃克 时 空 共 有 6 个 类 空 基 灵 矢量 场 , 它们 是 
Ex) =chtenx (k,l = 1,2,3), (3.3.14) 


ele 


All 


其 中 
Ekl = —Elkeo (3.3.15) 


其 拓扑 为 R! x R3. 
3.8.6 k= +1 Ry3p B(& & — FAH- 沃克 时 空 


k = x1 的 弗 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 时 空 也 分 别 有 6 个 类 空 基 灵 矢量 场 。 拓 扑 分 
AA R! x S3 Al R! x RS, 


3.4 BERK EY 


3.4.1 ” 共 形 基 灵 矢量 场 
定义 ”如果 
LeGuv = A(Z) Gyr, (3.4.1) 
HP, A(x) 是 标量 函数 ， 则 称 《 是 共 形 基 灵 矢量 场 , 或 者 称 由 E 生成 的 积分 曲线 
vi 是 度 规 的 共 形 群 , BU o, 是 共 形 等 度 规 映射 。 通常 写 
pigm = C^(t)g,,,  ( 共 形 变换 )， (3.4.2) 
从 李 导 数 的 定义 


C2 guy — 


: C? —1 
= uv lim { , } (3.4.3) 
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和 式 (3.4.1) 知 
C?(t) 214 M (3.4.4) 


3.4.2” 几 种 常用 时 空 
爱 因 斯 坦 宇宙 , 或 称 为 静态 爱 因 斯 坦 宇 宙 ， 其 度 规 为 (17 


。 1 2 
ds? = dt? — 1 tes J ran?) ; (3.4.5) 
4 一 个 


其 中 ,4 > 0 是 宇宙 常数 ,对 于 松散 介质 来 说 , 物质 密度 只 能 是 p — Los. 


4nG 
米尔 恩 (Milne) HF, 又 称 为 米尔 恩 宇宙 ,其 度 规 为 L135 


ds? = dt? — o?t?(dz? + dy? + dz’), (3.4.6) 
其 中 , a 为 常数 。 
伦 德 勒 (Rindler) 时 空 的 度 规 为 9 
ds? = a?z?dt? — dz? — dy? — dz?, (3.4.7) 


其 中 , a 也 是 常数 。 伦 德 勒 时 空 是 一 族 在 闵可夫 斯 基 时 空中 沿 z 方 同 做 匀 加 速 运动 
的 粒子 看 到 的 时 空 。 
开 爱 因 斯 坦 宇宙 的 度 规 是 


ds? = dt? — a? Es + Pag) ! (3.4.8) 
其 中 ,a 还 是 一 个 常数 。 这 是 一 个 静态 的 宇 害 ， 空 间 曲 率 是 负 的 ， 空 间 是 3 维 超 
曲面 。 
3.4.3 ”常用 时 空 之 间 的 共 形 关系 

我 们 不 加 证 明 地 给 出 各 种 时 空 之 间 的 共 形 关系 由: 

(1) 稳 恒 态 时 空 > k= 1,0 的 FRW 时 空 o 爱 因 斯 坦 宇 宙 一 德 西 特 时 空 o 
闵可夫 斯 基 空 间 

(2) 米尔 恩 时 空 o k= -1 的 FRW HF 开 爱 因 斯 坦 宇 宙 一 静态 德 西 特 时 
"s 伦 德 勒 时 空 
3.4.4 ”有 关 流 形 拓扑 的 一 个 注 

对 于 4 维 流 形 M 来 说 , WKH. (Euler)- 庞 加 莱 (Poincaré) 示 性 数 (或 欧 拉 示 性 
数 ) x(M) 由 下 式 给 出 , 即 


x(M) = 3» = bo — bı + b2 — b3 + b40 (3.4.9) 
p 
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其 中 , bo 是 连通 区 域 的 个 数 , 对 于 一 个 连通 流 形 来 说 , bo = 1; bp KA WH (Betti) 
数 ， 是 流 形 M 中 p+1(p 关 0) 维 洞 的 数目 。 以 2 维 环 面 (图 3.2) 为 例 , 它 只 有 一 
个 连通 区 域 , 故 bo = 1; 有 两 个 2 维 洞 (分 别 在 环 面 的 中 心 和 环形 管 的 中 间 )， 故 
bi =2; 环 面 还 围 出 一 个 3 维 的 空间 (3 维 洞 ), 故 b = 1。 对 于 2 ARG 


X(M) = bo — bı + bp =1-—2+1=0. (3.4.10) 


图 3.2 环 面 
对 于 紧 致 、 定 向 的 无 边界 流 形 


x(M x N) = x(M) .X(N)。 (3.4.11) 


可 以 证 明 ，x(R9) = bo = 1, x(S?) = 2, x(S?"+!) = 0, 伦 德 勒 空间 x(R3 x S!) = 
bo — bi =]—1=0. 
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正如 平 直 时 空中 的 量子 场 论 一 样 ， 弯 曲 时 空中 的 量子 场 论 应 该 有 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 空间 的 福 克 (Fock) 表象 。 也 就 是 说 , 应 该 建立 物质 场 的 真空 和 粒子 态 。 


41 博 戈 留 波 夫 变换 


首先 回顾 一 下 平 直 时 空中 的 量子 场 论 。 以 实 标量 场 (Cw KA-KE (Klein- 
Gordon) 场 ) 为 例 , 由 于 正 频 模 函 数 


extr) fanu)? expli(k - z — wt)]} (4.1.1) 
和 它们 的 复 共 轿 一 起 组 成 完备 集 ， 因 此 波 函 数 算 符 可 以 用 它们 展开 
g(x) = 5 [ante (2) + DET = (a, al) (4) j (4.1.2) 
k 


展开 系数 量子 化 后 就 是 潭 灭 、 产 生 算 符 , 真空 态 10) 定义 为 
ak|0) — 0, Vk. (4.1.3) 


但 是 应 该 记得 ， 只 有 当 我 们 选择 了 时 间 坐 标 之 后 , 才能 定义 正 、 负 频 模 函 数 。 如 果 
选择 男 一 个 坐标 系 或 者 男 一 组 模 函 数 的 完备 集 , 会 得 到 


é(z) => [GO ES ajug(z) = (a, à) MI (4.1.4) 
k 
这 样 得 到 的 a, 定义 一 种 新 的 真空 态 |0) 
àg|0) — 0, vk, (4.1.5) 
从 式 (4.1.2) 和 式 (4.1.4) 可 得 


(a.at)(") = (ua) (7). (4.1.6) 


为 简洁 起 见 , 下 面 改 用 角 标 i 标记 不 同 的 模 函 数 , 即 wi(z) = N exp [i(ki -2 一 wit)]， 
其 中 N 是 归 一 化 常数 。 因 u 和 二 者 都 构成 完备 集 ， 所 以 有 


uj = A (o jiu 十 Bjiuj) ; (4.1.7) 


i 


41 博 戈 留 波 夫 变换 . 23 . 


或 者 


(4.1.8) 
u* = a*u* + gu, 


| u = au + u*, 


上 面 两 个 等 式 可 写成 矩阵 形式 ， 即 


的 | » 5 | (i). (4.1.9) 


展开 系数 ajs Bi; 称 为 博 戈 留 波 夫 (Bogolyubov) 系数 。 
把 式 (4.1.9) 代入 式 (4.1.6) 的 右边 , 并 考虑 模式 分 解 的 唯一 性 ,最 后 得 到 著名 
的 博 戈 留 波 夫 变换 ， 即 


ot) = at ( : 2 (4.1.10) 


T grt = 
o or) (0) am 
其 中 , 角 标 T 表示 和 矩阵 转 置 , 此 即 
Qi — 3 oia; + Bat, 


J 


或 者 


al = > (Bna; 十 aiah)。 (4.1.12) 


了 


两 个 函数 的 内 积 定义 为 
(61, $2) =-i -" 页 Gp Vhd3z 
meia n0 — Oi)65] Via 
=—(¢2, 91)", (4.1.13) 


其 中 , n 是 t 为 常数 的 类 空 超 曲面 上 的 度 规 张 量 的 行列 式 。 不 难 证 明 模 函 数 {ui} 
满足 下 面 的 正 交 归 一 关系 


(ui, u3) =— ij, (4.1.14) 


KAH, (u;) 也 满足 这 样 的 关系 。 由 式 (4.1.7) MR (4.1.14) 可 得 


aj = (Ui, uj), Bij = —(üi, uj)» (4.1.15) 
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博 戈 留 波 夫 系数 具有 如 下 关系 
3 (ono — Bik Bin) = óij, 


: (4.1.16) 


X (cin Bk — PikgQjk) = 0o 


k 


AX (4.1.12) JA, SAMS bj 40, 或 者 说 正 负 频 相 混 时 ， 这 两 个 福 克 空 间 不 
Ee 因此 , 博 戈 留 波 夫 系数 6;; 称 为 混 频 系数 。 不 难 证 明 


ali = V * 65.115), (4.1.17) 
j 


(0|N;|0) = » Bn à (4.1.18) 


X (4.1.18) 解释 为 由 模式 a; 或 a; 定义 的 真空 |0) 中 包含 有 用 uj R aj 定义 的 粒 
子 。 这 说 明 , 真空 和 粒子 的 概念 依赖 于 所 用 的 坐标 或 模 函 数 (观测 者 ,探测 装置 )， 
真空 和 粒子 都 不 是 广义 不 变 的 东西 。 


4.2 ”闵可夫 斯 基 背 景 流 形 上 的 福 殉 表象 


4.2.4 ”惯性 系 中 的 量子 场 论 


洛 伦 效 协 变 的 量子 场 论 保证 在 任何 惯性 系 中 : O 4 动量 p, BARN RAEN: 
© py 在 时 间 轴 上 的 投影 的 符号 ( 正 负 号 ) 绝 不 可 能 改变 。 因此 , 洛 伦 效 变换 绝 不 可 
能 使 正 负 频 模 函 数 混合 , 也 即 6;; = 0, 或 者 说 福 克 表象 是 唯一 的 。 


4.2.2 ” 伦 德 勒 坐标 下 的 量子 场 论 
坐标 变换 


t = a~'e® sinh 
| ni (a > 0) (4.2.1) 


x = a te% coshan 
把 闵可夫 斯 基 坐 标 (tr) 与 伦 德 勒 坐标 (n, €) 联系 起 来 。 对 于 2 EN, 线 元 为 
ds? = dt? — dz? = e?** (dy? — dé*). (4.2.2) 


容易 看 出 
ū = t — r 三 一 alea46-9) = —a7 tea" 
v= 


4.2.3 
t+ r =a teelt) — g—leav ( ) 
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所 以 , 伦 德 勒 坐标 域 仅 覆盖 闵可夫 斯 基 流 形 的 四 分 之 一 开 域 Ro t> t, r > r, 
可 得 伦 德 勒 坐标 域 L。 对 于 L 和 RR， 光 锥 恰 是 事件 视界 。 闵 可 夫 斯 基 流 形 上 的 伦 


德 勒 坐 标 域 及 其 彭 罗斯 图 分 别 由 图 4.1 和 图 4.2 给 出 。 


图 4.1 2 维 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 伦 德 勒 坐标 域 图 4.2 2 维 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 彭 罗 斯 图 
L 和 R 是 两 个 互 不 联通 的 伦 德 勒 坐标 域 工 和 民 是 两 个 互 不 联通 的 伦 德 勒 坐标 域 的 彭 罗斯 图 


注意 : 7 = 常数 是 柯 西 面 ， 遍及 RUL, MA F KM P 区 分 别 是 RUL 
的 因果 未 来 和 因果 过 去 。 伦 德 勒 观测 者 (<= 常数 ) 在 (t2) 平面 上 描 出 一 条 双 
曲线 (2? — 1? =a ?e2% = 常数 > 0)， 因 此 伦 德 勒 观测 者 保持 恒定 的 固有 加 速 
FE ae = a-!， 此 加 速度 即 观测 者 在 相对 于 他 瞬间 静止 的 参考 系 中 感受 到 的 加 


速度 。 
在 惯性 系 中 ， 
$= > ， (ai T aL; ) ; 
k 


其 中 , uy 是 无 质量 粒子 的 克 莱 因 - 戈 登 方程 


o? 9? o? 
eds (5a - ae) O 7r m 


的 解 ， 即 


üy = (Anw)-!/? exp(ikr — ivt). 
在 伦 德 勒 坐标 系 中 , 应 该 组 合 
QUT = 0 (Æ LK) 
" | zo ERK) 
aj #0 (在 工区 中 ) 
=0 (ERE) 


以 得 到 完备 集 , 因此 同一 个 波 函 数 也 可 以 用 它们 来 展开 


(4.2.4) 


(4.2.5) 


(4.2.6) 


(4.2.7) 


(4.2.8) 
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$= 5 [Pal et cat + MUL], (4.2.9) 
k 
其 中 
ul®) = (4nw)-!/? exp(ik£ — iwn), (4.2.10) 
uU = (Anw)- !? exp(ik£ + iwn) B 
是 无 质量 克 莱 因 - 戈 登 方程 
o? ə? 9? 
2a£ -— Un cR OE as = 
Pim (5 Z) $7 35,970 (4.2.11) 


的 解 。 
注意 : 虽然 克 莱 因 - 戈 登 方 程 的 形式 在 惯性 系 中 和 在 伦 德 勒 系 中 相同 , 但 它们 
的 定义 域 不 同 。 显然 , 可 以 用 如 下 方式 定义 两 种 不 同 的 真空 态 |0)xr 和 |0)r BH 


ay|0) = 0, Vk, (4.2.12) 
(Pas =b'10)r=0, —vk. (4.2.13) 


虽然 ui”) 和 ul?) ft ü -— 0-0 处 , 或 说 在 u = 00,0 = -œ 处 (注意 ， 当 
€ 一 —oo 时 , n 不 确定 ) 都 是 不 解析 的 , 但 它们 的 组 合 


ul 十 ota E 5 uU 十 grae a (4.2.14) 
在 五 = 了 = 0 处 都 是 解析 且 有 界 的 。 这 是 因为 式 (4.2.14) 的 第 一 个 组 合 可 改写 为 
ul) 4 erele D) — eiw(-) [anwa 4 ener] (4.2.15) 
从 " . . 
eiv(E-n) - [a(x u pes 和 mE = (t u g jefe (4.2.16) 
可 得 | 
ul®) 4 er/ D* giw/a (4.2.17) 


所 以 式 (4.2.14) 在 闵可夫 斯 基 坐 标 下 分 别 正比 于 


a/e (k>0) 7 
| owe treo, =k (4.2.18) 
和 


-iw/a 
| » Wo (4.2.19) 


gle queo) 
HEX dE ul” Alu” 中 总 是 正 的 。 从 式 (4.2.18) MR (4.2.19) 容易 看 出 , 式 (4.2.14) 
所 示 的 组 合 在 五 = 五 = 0 处 是 解析 的 。 所 以 , SX (4.2.14) 所 示 的 模式 将 分 享 闵可夫 
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斯 基 模式 uy 的 正 频 解析 性 质 , 它们 将 定义 相同 的 真空 态 |0) aro FÆ 我 们 可 以 借 
助 式 (4.2.14) 把 0. 展开 为 


+00 
dis 2 [2 sinh(nw/a)] ^? [a [eeu t ord 
十 A [e rate V a 十 ee | F JE K3t } ; (4.2.20) 


Am 1 2 
dP |o, = dm —0, — vk. (4.2.21) 
先 用 式 (4.2.9), 再 用 式 (4.2.20), AAR (6, uU) 和 (o, ul”), 可 得 
E att sinh(nw/a)] |? ee qe 十 | 
(4.2.22) 
pe 三 各 sinh(xw/a)] !? | 十 | 


用 式 (4.2.22) 可 导出 


(1), (1) -xw/a 
M (Ob b; (0) a4 |^ sais 7 en (4.2.23) 


m (BOT pO? 10) a 2 sinh(zw /a) 
定义 
a 
h=—— ”或 在 国际 单位 制 中 T= (4.2.24) 
2TKB 2nckg 
及 
—a£ 
= (goo) /? Ty = (e?*£)-V/?m, = = 4.2.5 
T = (goo) '^To = (e^) ‘To eU. ( ) 
H ^ 
T8 m (0b T0 10) wz Ww 一 1 
2.) = E "(m ) 一 1 ; (4.2.26) 
M (Ody bx ]0) wz kp To 


其 中 , kp ÆR ®© (Boltzmann) 常量 , To 可 以 解释 为 热平衡 温度 , T 则 是 加 速 
观测 者 感受 到 的 局 域 温 度 (固有 温度 )。 此 加 速 观 测 者 将 在 闵可夫 斯 基 真 空中 接收 
到 温度 为 T 的 普 朗 克 黑 体 辐射 谱 。 所 以 , 一 个 在 闵可夫 斯 基 真 空中 加 速 的 理想 温 
度 计 将 记录 下 非 零 的 温度 ,仿佛 闵可夫 斯 基 真 空 是 “ 热 ” 的 。 这 种 在 闵可夫 斯 基 真 
空中 加 速 运动 的 探测 器 探测 到 非 零 温 度 的 效应 称 为 安 鲁 (Unruh) 效应 ， 这 一 温度 
称 为 安 鲁 温度 。 

要 使 一 个 电子 在 闵可夫 斯 基 真 空中 感受 到 1K 的 温度 ， 此 电子 的 固有 加 速度 
应 达到 2.4 x 107°m/s? z 1019ge@(ge 为 地 球 表面 重力 加 速度 )! 由 此 可 见 , 在 通常 条 
TF P. 安 鲁 效应 是 极其 微弱 的 , 完全 无 法 为 人 们 所 察觉 。 即便 是 现代 技术 ,也 还 很 
难以 如 此 大 的 加 速度 加 速 一 个 粒子 , 用 于 直接 探测 安 鲁 温度 。 尽管 如 此 , 2006 年 舒 
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REE (Schützhold) 等 还 是 利用 超 强 激 光 场 加 速 电子 给 出 安 鲁 效应 存在 的 间接 证 
#201 , 
最 后 ,让 我 们 考虑 伦 德 勒 时 空 的 拓扑 。 通 过 欧 化 


t > —itg, — -ine (4.2.27) 


奇异 的 事件 视界 z? — 0 — 0 将 收缩 为 一 个 奇 点 r +12 =0, 它 位 于 (x, te) 平面 的 
原点 。 同时, INH r-t = 常数 > 0, 变形 为 围绕 原点 的 圆周 。 因 为 对 于 加 速 观 
WA, 事件 视界 是 一 个 不 可 穿越 (或 达到 ) 的 势 垒 , 所 以 现在 的 圆周 线 不 可 能 连续 
收缩 到 原点 。 因 此 ， 虽 然 惯 性 观测 者 认为 欧 化 后 的 空间 的 拓扑 仍 为 有 4， 而 在 加 速 
观测 者 看 来 , 欧 化 后 的 空间 拓扑 却 是 R? x S!. 


4.2.3 ”转动 坐标 系 中 的 量子 场 论 
在 以 匀 角 速度 2 转动 的 柱 坐 标 系 中 , 平 直 时 空 的 线 元 是 821 
ds? = (1 一 02272)d 妇 一 202r2dodt — r7dg* — dr? — dz? o (4.2.28) 


该 度 规 有 基 灵 矢量 场 ə 
¿= or (4.2.29) 
它 与 以 恒定 角速度 0 绕 中 心 转动 的 观察 者 的 世界 线 相 切 ,该 基 灵 矢量 场 在 + < 07! 
时 是 类 时 的 , 任何 真实 的 观察 者 都 需 满足 此 条 件 。 这 一 条 件 也 定义 了 转动 系 的 坐标 
域 。 在 这 个 转动 坐标 系 下 ， 克 莱 因 - 戈 登 方程 为 
0 a\? Z 18 18 Æ " 

(5-95) Qi rür rog ðZ +m? Y =0, (4.2.30) 
其 中 , m 是 标量 粒子 的 质量 。 方 程 (4.2.30) 的 模 函 数 是 

1 
= 2m] 2u|1/2 © 
其 中 , w 是 圆 频 率 , k 由 (k, qm) AH, kq 分 别 是 z、r 方向 上 的 波 数 , m 是 磁 量 
子 数 , 它们 满足 


ikzoimpe—i(w—mA)t 7 (ar), (4.2.31) 


w? =k? te +m. (4.2.32) 
从 模 函 数 可 以 定义 a. at 及 与 其 伴随 的 真空 态 |0)-ot。 研究 发 现 ,尽管 转动 系 与 惯 
性 系 的 坐标 定义 域 不 同 , 它们 的 混 频 系 数 是 零 , 转动 系 中 的 福 克 表 象 与 惯性 系 是 相 
同 的 , 特别 是 |0)rot = |0)w。 


4.2.4 具有 运动 边界 的 平 直 时 空中 的 量子 场 论 


我 们 已 看 到 在 义 加 速 参 考 系 中 定义 的 真空 态 与 惯性 参考 系 中 定义 的 真空 态 是 
不 同 的 , 它 导 致 加 速 观测 者 将 在 闵可夫 斯 基 真 空中 接收 到 普 朗 克 黑 体 辐射 谱 。 事实 
E, 假如 时 空 具 有 边界 ， 且 边界 迅速 运动 , 粒子 也 会 产生 出 来 。 
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我 们 以 2 维 时 空 的 例子 加 以 说 明 P22, 23), 
在 2 维 时 空中 , 边界 或 镜子 退化 成 一 个 反射 点 。 如 果 镜 子 沿 着 下 述 轨迹 运动 
(如 图 4.3)， 即 


x = z(t), 
其 中 
=0 (i x0) 
z(t) ; (4.2.33) 
#0, 42 Jz(D|«1 (t0) 
无 质量 标量 场 满足 场 方程 Bine 
Ob = n3 - 35379 (4.2.34) 
或 
其 中 , u 和 w ERMER, 即 
u-t—-z, v=t+r, (4.2.36) 
边界 条 件 是 
$lt, z(t)] = 0. (4.2.37) t 
引入 变换 MS 
7 
(4.2.38) 
tt x — g(n- €), 
或 1 
t= alf T g); $ 
E (1239) Wis 2 维 时 空中 的 倒退 镜子 
| dt = $ (n = Elan - dé)  s'( + lan + at) 
(4.2.40) 
de = 3 [tne (dn +48) - fn ~ £n — dé)], 
那么 
dt? — dz? = f'(n — £)g'(n + €)(dn? — d&?). (4.2.41) 
变换 之 后 , 场 方程 变 成 PET 
$ 
Om > ge =o" (4.2.42) 


适当 选择 f 和 g, 总 可 以 使 
$(n,0) = 0. (4.2.43) 
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事实 上 , 我 们 能 证 明 如 下 变换 就 满足 (4.2.43)， 即 


oes —t-u-z(t), 
(4.2.44) 
59 —t-z(t). 
从 (4.2.44) 可 得 
ae 或 g(nt+é)=n+6, | 
(4.2.45) 
u-t-z-q-E-2:(t) 或 f(q-t)9m-&-2x(0, 
dt? — dz? = f'(n — €)(dn* — d£?). (4.2.46) 
满足 式 (4.2.43) 的 式 (4.2.42) 的 模 函 数 是 
ui" (u, v) —i(4nw)-!? em u tat | 
= i(4nw)~1/? lc = ucl ; (4.2.47) 
其 中 
w = |klo 
定义 
Ty c Xn) s (4.2.48) 
则 式 (4.2.47) 变 成 
ui? (u,v) = i(4nw) 1? on = Teu) (4.2.49) 


其 中 , mn 是 镜子 轨迹 与 u= t— x 相交 的 时 刻 。 在 镜子 右边 的 区 域 , 模 函 数 有 意义 ， 
称 为 入 射 态 , 并 以 “in” 标 记 之 , 因为 + < 0 时 , 镜子 静止 于 (uv) 参考 系 的 >=00 
Ab, 这 时 元 =u, I (4.2.49) 约 化 成 


vin (u, v) =i(4nw) [eTe — e-iw"] 


一 1/2 


= (nw) sin(wr)e'”! (t< 0), (4.2.50) 


它 正 是 关于 闵可夫 斯 基 时 间 t 的 正 频 模 解 。 式 (4.2.49) 中 的 第 一 项 是 来 自 7- 的 
标准 平面 波 , 第 二 项 则 是 反射 波 。 可 以 清楚 地 看 到 ， 由 于 镜子 的 运动 ,标准 的 平面 
入 射 波 被 镜子 反射 后 , 变 得 复杂 了 。 在 o 的 定义 域 里 , 它 能 展开 为 

s= lacur + al (uiP)* dk, (4.2.51) 


入 射 真空 态 可 用 下 式 定 义 ， 
ax|O)in — 0, Vk. (4.2.52) 
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> 
p(u) = 27, — 1.2 ti + 22(1,), (4.2.53) 
xX (4.2.49) 可 以 约 化 成 
ul (u, v) = i(4nw)- ? eod — einen | e (4.2.54) 


类 似 地 , 可 以 证 明 如 下 变换 也 满足 式 (4.2.43), 


= 一 tj 三 二 一 = t , 
» iiu. Wee (4.2.55) 
] —t-z(t). 
相应 的 模 函 数 是 
ut (u, v) - i(4nw)- 1/2 [eene — er 人 -| 
—i(4nw) !/? [eg incu) gc i (4.2.56) 
定义 
To tF 2th) =U; (4.2.57) 


其 中 , 7 是 镜子 的 轨迹 与 v =t+ oc 相交 的 时 刻 。 从 式 (4.2.56) 与 式 (4.2.57) 可 得 
ug = iaw)" [enters — emin], (4.2.58) 


我 们 称 它 为 出 射 态 , 并 以 out 标记 之 。 类 似 地 , + 


q(v) = 27, — v, (4.2.59) 
则 
u^ e i(4nw)- 1/2 [e testo 一 ein . (4.2.60) 
o 场 也 可 用 ug RABI RIF, Bp 
bis [| bu + bt (vent)* | dk, (4.2.61) 
出 射 真空 态 则 定义 为 
by |0)our — 0, — Vk. (4.2.62) 


up 与 ug" 之 间 的 博 戈 留 波 夫 变换 是 
人 = ^. [on ieu + Bir (ug *)*] dk, 


4 (4.2.63) 
ug =| [ap pup 一 — By k(u "3 ] dk’, 
0 + 
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博 戈 留 波 夫 系数 是 


Guru = (ub UE”) 
= af [un (uo) 一 (u295)*8, uis] n"dX, (4.2.64) 
a(t) 
Bust ei (uo, up" 一 T A Te n"dX, (4.2.65) 
c(t) 


其 中 , n^ 是 柯 西 (Cauchy) 面 的 单位 法 矢量 , ax 是 柯 西 面 的 不 变 面 元 。 
为 进一步 说 明 , 考虑 镜子 轨迹 在 t oc 时 有 下 列 渐 近 行 为 


z(t) pA an (4.2.66) 


EP, A, B, rn 是 大 于 零 的 常数 。 轨 迹 (4.2.66) 可 连续 地 甚至 光滑 地 连接 到 t< 0 
时 的 静态 轨迹 ,如 采用 
a(t) = -= In[cosh(«t)] (4.2.67) 


就 可 将 A — 1/k 及 B= (In2)/« 的 晚期 轨迹 (4.2.66) 和 z = 0 的 早期 静态 轨迹 C! 
连 起 来 。 但 需 指出 , t 一 oo 时 渐 近 区 的 粒子 流 与 较 早 期 轨迹 的 具体 形式 没有 什么 
关系 。 

由 式 (4.2.66) 所 示 的 这 类 轨迹 在 几何 上 特别 有 趣 。 这 是 因为 所 有 v> B 的 射 
线 不 受 扰动 地 通 向 左边 的 7+ 区 , 只 有 v < B 的 类 光线 可 以 被 镜子 反射 到 右边 的 
J* 区 , 而 v= B 的 射线 起 到 视界 的 作用 。 追 溯 右 边 7+ 区 中 的 那些 u= 常数 的 
等 间距 线 , 发 现 它们 在 被 反射 之 前 都 沿 着 v = B 挤 在 一 起 , 如 图 4.4 Bron. 


44 倒退 镜子 的 轨迹 渐 近 于 类 光线 v = B 时 ,对 光线 的 反射 


博 戈 留 波 夫 系数 可 以 在 任意 类 空 超 曲面 上 计算 ， 例 如 , 在 t= O(TE in- K) 的 
超 曲面 上 (此 时 , n = (1,0), d£ = dz)。 首 先 , 我 们 给 出 ao) 的 计算 。 
当 7 — 00 AY, Mak (4.2.57) 可 得 


V= To Erf) 


v~ B — Ae~2*™ — B, (4.2.68) 
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Bf 
1 B-v 
aa In i5 (4.2.69) 
因此 
1, B-v 
q(v) 一 a In A B. (4.2.70) 


对 于 轨迹 (4.2.66), 只 需要 计算 uin 和 eva (y < B) 之 间 的 变换 。 


B 
ee f [ui^ Oy (u9"*)* — (uout)* Buin] dz 
0 


—] B Po : a "n 
= 对 CD » dr {sin(w'x)e“ to [e| E evar) g, [sin(w’z)e“™ d m 
——E i iwg(z) _ piwa(e) 
= d {si / Biases lwq(z) — walt) /\ a: / } 
2n (uu )172 / x 4sin(w z)(iwq(x))e e (—iw’) sin(w'z) 
= B B 
= 1 : !; s NSiwq(x) 1 iwq(r) tajd 
= 3a sin(w'r)e pu w'e cos(w'r)dz 
B . 
+w f eivale) itn] 
0 
一 1 / i 1 w' 1/2 H : P 
= — S] B iwq(B) ERN S iwq(z)—iw' r 
i sinw Be ah a 有 e dz 
t fa P. a 
= as (=) f eie4(z) -iw'zq, (w — uw 十 ie), (4.2.71) 
0 
其 中 , 最 后 一 行 用 到 q(B) = +oo。 类 似 地 有 
Boo | 
Butw = if (ui 0 u2* — ug" Oui) dz 
0 
pectin i (v) 
= d { : 1/ a-iw’t —iwq(v 
mene | z 4 sin(w'z)e O,(e ) 
—e walr) 6, [sinse] 
t=0 
1 BA 1/2 B : ( ) ys 
P OSAMA, nodi 一 iwq(z) 一 iw z = 
= ( i ) f e dz, (w 一 w 一 ie)。 (4.2.72) 
1/2 B 
Aww = d (=) etiwD f er 2 In(B—2) ,~iw' sdy 
Boo 2x LU 0 


1 w' 1/2 。 EN" B hd al 
2 (=) etiwDe-iw B T (B — z)* eel’ (B-2)g;. (4.2.73) 
0 


wW 
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ln A 


HH, D= 一 一 B。 Zi y--iw(B-z), W) dy = iw’dz, (x:0— B, y: —iw'B > 0) 
v Ei ALLEN RT T 0 M 
Q \. = (=) eriwD-iw Bye ymo / y Pi e7tdy 
Bushes T wW —iw’B 
etm /26 


i 2 T w'Be^!3 im 
uir rooms seyn f e "y Tis ldy。 (42.74) 
XX (4.2.74) 右边 积分 的 被 积 函 数 具 有 T 函数 积分 表示 中 被 积 函 数 的 形式 , 但 因 积 
分 上 限 不 具有 oce" (ja| < 2/2) 的 形式 , 所 以 它 不 是 一 个 好 的 、 完 备 的 函数 。 注 
意 到 , v = B 附近 , 被 积 函 数 迅 速 变 化 , 它 等 价 于 v 很 大 , 所 以 在 上 面 的 积分 中 可 
近似 地 令 o! 一 oo, 再 将 积分 上 限 的 辐 角 从 —2/2 变 到 - /2 vie. 并 在 计算 的 最 后 
令 一 0+, 从 而 得 到 一 个 通常 的 了 RAR, BD 


Ou -— ind iw D—iw'B iz W 9 7r 
fis. | = et (w py) T (1 Fi”) o (4.2.75) 
这 样 
Bou? = 55 Sr (12) r (1-2) 1n (4.2.76) 
— Am? wu)! K K 4x?wu' sin(inw/k)’ - 
K+, 已 用 了 公式 
P 4-35 PU d us E ' (4.2.77) 
4 keT =~, WE 
2x 
e--/2ksT e 1 1 
[Bl? = pe Em = EAE (4.2.78) 
isin ST 
易 见 ， . 
(ON s = |. Ios (4.2.79) 
0 
是 对 数 发 散 , 这 是 因为 镜子 在 所 有 时 间 连 续 加 速 , 造成 稳定 的 辐射 流 在 每 个 模式 中 
聚集 了 无 穷 数 目的 量子 。 


在 两 个 运动 镜子 之 间 区 域 中 的 粒子 产生 问题 也 可 用 类 似 办 法 处 理 22, 24 。 


4.8 MA AME LW v5 


我 们 已 看 到 , 在 闵可夫 斯 基 流 形 的 惯性 系 中 可 以 定义 一 个 唯一 的 、 物理 的 福 克 
表象 。 这 一 节 , 我 们 讨论 在 渐 近 闵可夫 斯 基 时 空 区 上 定义 福 克 表 象 及 其 物理 效应 。 


4.3 渐 近 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 福 克 表 象 . 35 . 


4.3.1 一 个 渐 近 平 直 的 宇宙 模型 
让 我 们 考虑 一 个 2 维 共 形 平 直 的 宇宙 模型 


ds? = dt? — a?(t)dz^ = C?(n) (an? 一 de®), (4.3.1) 
其 中 
al C(n’)dn’, C?(n) = a?(t(n))o (4.3.2) 
假定 
C?(n) = A+ Btanh(pn), (4.3.3) 


其 中 , ALB. p 是 大 于 零 的 常数 , HA> B。 当 
一 +œ Bf. C?(n) 一 A € B(Fl 4.5), 它们 定 
义 了 这 个 时 空 的 两 个 渐 近 闵可夫 斯 基 时 空 区 。 

在 渐 近 闵可夫 斯 基 时 空 区 ， 可 以 定义 唯一 
的 模 函 数 和 真空 ， 即 


1 —oo: ul, \0) in, (4.3.4) 
7 一 十 oo : ue, Dente E R45 HEATHA Hh 
现在 计算 上 面 两 个 福 克 表 象 间 的 fF;;。 
考虑 标量 场 方程 
(D 4- m? + €R)d(x) = 0, (4.3.5) 
其 中 , € 是 一 个 耦合 常数 ,5 = 0 称 为 最 小 耦合 ， 
1n—2 


称 为 共 形 耦合 ， 当 时 空 维 数 ”= 2 IH. 共 形 耦合 就 是 最 小 耦合 。 这 里 只 考虑 5 = 0 
的 情况 。 设 方程 (4.3.5) 具有 如 下 形式 的 分 离 变 量 解 ， 即 


u(n, x) = (2n)! Pe *x,(n), (4.3.7) 
其 中 , x(n) 满足 
Epal) + [E G9)? pao) =0 (43.8) 
和 渐 近 条 件 : 当 + too 时 , 有 
up (n, z) = (Drinout) "e wen da» 


TÆ, XX (4.3.5) 的 模 解 可 表示 为 
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ui? (n, x) = (4nwin)!/? exp {ik —iw4,n 一 E In[2 cosh(pi] | 
p 


= Jal in 1 tanhí(g 
xF (141 iSc, - e, omm = en). (4.3.10) 
p P p 2 


其 中 , F 是 超 几 何 函 数 。 


1/2 
T e 4+ m?(A — B) 


| 1/2 (4.3.11) 
ite [A +m(A+ B) 
1 
W+ = g Wout + win), (4.3.12) 
Win — Wout 
lsd 2 ee (4.3.13) 
p p 


1 + tanh(p7) 1 — tanh(p7) 
2 2 i 


在 u(n, z) 中 作 以 下 改变 即 为 u(n, x). 
利用 超 几 何 函数 的 线性 变换 性 质 ， 可 写 出 


ul" (n, £) = aku? (n, x) + Brutt" (n, x), (4.3.14) 
其 中 
NN (1 = 2e) P (-=) 
E ( | p p 
dis r (-+) p (1 = rJ 
p p 
NICA (: - 2) r (i) 
By = (==) fips, (4.3.15) 
Ww qn (=) r (1 + ie) 
p p 
或 


(4.3.16) 


sinh? (x=) 
777 a ey (4.3.17) 
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HÈ (4.3.11). 3X (4.3.12) RA (4.3.17) 可 知 ， 当 m = 0， 即 对 于 共 形 不 变 的 标量 
场 , 有 

wa. =O BY eal? = 0, 
这 就 是 说 ， 在 渐 近 闵可夫 斯 基 的 共 形 平 直 时 空中 ， 不 会 有 共 形 不 变 的 标量 粒子 从 
真空 中 产生 ; 4m X» 0. 即 对 于 非 共 形 不 变 的 标量 场 (这 里 可 看 成 是 最 小 耦合 标量 
Ih). 有 

w #0 Mm |B|? £0, 
这 就 是 说 , 在 渐 近 闵可夫 斯 基 的 共 形 平 直 时 空中 , 有 最 小 耦合 标量 粒子 从 真空 中 产 
生 。 问 题 是 ,最 小 耦合 标量 粒子 是 什么 时 候 产 生 的 ? 是 如 何 产生 的 ? 一 种 合理 的 回 
答 是 , 这 些 粒 子 在 中 间 膨 胀 相 时 期 由 引力 场 产 生 。 

一 个 自然 的 推论 是 : 在 共 形 平 直 的 膨胀 时 空中 ,没有 共 形 不 变 标量 粒子 的 产 

E. 但 有 包括 最 小 耦合 标量 粒子 在 内 的 非 共 形 不 变 粒子 的 产生 。 


4.3.2 施 瓦 西 黑洞 


对 于 施 瓦 西 黑洞 (SBH), 7 了 + 是 渐 近 闵可夫 斯 基 时 空 区 ,因此 我 们 可 以 用 施 瓦 
西 坐标 明确 地 定义 真空 |0) 7+ = |0)out 和 |0)7- = |0)in。 现 在 的 问题 是 ，|0)in 是 
ESF |0)out? 假如 不 同 ， 如 何 计 算 混 频 系 数 8;;? 这 个 问题 于 1974 年 被 霍金 
(Hawking) 巧妙 地 解答 了 [25, 26 。 现 在 我 们 来 介绍 这 个 被 称 为 黑洞 霍金 蒸发 的 重要 
发 现 。 

考虑 一 颗 正 在 夫 缩 成 施 瓦 西 黑洞 的 星体 ,时 空 区 | 的 柯 西 面 是 7- 和 三 , 在 
HAR, H- 不 属于 工区 的 柯 西 面 (图 4.6)。 


图 4.6 星体 坪 缩 成 施 瓦 西 黑洞 的 彭 罗斯 图 
设 入 射 标量 波 在 J- 附近 (t 一 -00, r> +co) 有 正 、 负 频 解 ， 即 


fuim(r, 0, 9, t), Tons 0, Q, t), (4.3.18) 
任何 标量 波 函 数 可 以 用 它们 展开 为 
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ó(x) = > | aea fat sp Biche tusks (4.3.19) 


l,m 


EL |0)in 被 定义 为 
Guim\0)in = 0,  Yuw,l ims (4.3.20) 


t 一 +00 时 的 出 射 标量 波 可 以 出 现在 It 附近 (t > +00, r 一 +00) 和 有 H+ 附近 
(t —^ +00,r =2M) 两 个 地 方 , 因此 t 一 +00 时 的 正 、 负 频 解 是 


HET, (Pini: Posie ls 


(4.3.21) 
fEH*, (Quim: dhim) ° 

任何 标量 波 函 数 可 以 用 它们 展开 为 

ó(x) = 5 | dhru + Bs Bis + Colm quim + ee ne (4.3.22) 
l,m 
现在 的 问题 是 计算 波 在 JC 和 I 附近 的 bj 或 者 
i (OLNE JO) = iO) = f dI i (4.3.23) 
其 中 

Boim itm =a = (Pulm: Jorim)» (4.3.24) 


ATHA, VESRATIAS ERRA EET E. 终 态度 规 是 施 
瓦 西 真空 度 规 


da^ = (1 = 3 dt? 一 (1 一 ca dr? — r?°dR? (2.4.1) 
对 无 质量 中 性 标量 场 , 用 分 离 变 量 法 来 解 殉 莱 因 - 戈 登 方程 

Vivid = 0, (4.3.25) 
即 设 模 函 数 具 有 如 下 形式 


1 
Ó d z Ra(r)Yu(2)e 7, (4.3.26) 


其 中 ， Yan 是 球 谐 函数 ， Hi 是 径 向 方程 


d? á 2MN [l(i+1) 2M x 
dra P + le = (1 = a | ea + d l Rui —0 (4.3.27) 
的 解 ， 其 中 
r =7r+2MIn (元 1) (4.3.28) 
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称 为 乌龟 坐标 , 记 


H=w? 
i , 4.3.29 
= (1-2) [79.297] anie. a 
T T r 
式 (4.3.27) RT ELS WE AS BE XE TS (Schrodinger) 方程 的 形式 ， 即 
L Ra + {H — V iU = 0. (4.3.30) 
dr? 


当 7 2M(EK& r, 一 —oo) Ml r 一 -oo(8X r, 一 +œ) f, V 一 0， 因此 在 
r — +00 区 的 解 是 出 射 波 


Pulm = 5 exp(—iwu) Ym(0, p) (4.3.31) 
和 入 射 波 

fiim = cz exP(—iwv) Vim (0, 9), (4.3.32) 
其 中 No nmm uoto re oc Cer, 都 是 类 光 坐标 。 在 此 双 类 光 坐标 下 , IER 
西 度 规 是 


ds? = ( E t) dudv — r?d 22, (4.3.33) 
T 


无 质量 标量 入 射 波 fom 从 I 附近 出 发 , 沿 类 光世 界线 v = 常数 传播 穿 过 
A148 EE BF] pots, 然后 “反射 ” 沿 u= 常数 的 类 光世 界线 前 往 7+( 图 4.7)。 由 于 星体 
的 雨 缩 可 以 对 出 射 波 造成 极 大 的 红 移 , 所 以 入 射 波 


forim = rl exp (tiov) Yim 


必须 有 极 高 的 频率 w'， 因 此 我 们 可 以 用 几何 光学 近似 来 讨论 上 述 过 程 。 


图 4.7 星体 在 志 缩 成 黑洞 的 过 程 中 产生 霍金 辐射 
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我 们 需要 找 出 函数 关系 


u = u(v)e 


为 此 ， 先 设 v = vo 是 一 个 特定 的 入 射 波 ， 它 穿 过 星体 中 心 变 为 “反射 波 ”， 投 射 
到 夫 缩 星体 表面 变 成 事件 视界 Ht, 所 有 晚 于 vo 的 入 射 波 均 因 进入 视界 而 不 能 
“BO”, RA v< vo 的 入 射 波 才 可 以 被 “反射 ”成 为 出 射 波 。 

第 二 步 , 在 H+ 的 一 点 上 画 一 个 未 来 指向 的 类 光 矢 量 n^. 用 一 个 矢量 -en (e 
是 一 个 小 的 正 值 量 ) 连接 这 点 和 一 条 临近 的 大 值 的 类 光世 界线 。 为 进一步 讨论 ， 
我 们 将 彭 罗 斯 图 (图 4.6) 作 如 下 “ 补 全 ”: H^ 向 下 延伸 , 并 与 假想 的 H- 相交 
(图 4.8), 沿 H+ 的 延长 线 平行 移动 矢量 —en^ 到 H* 与 H 的 交点 。 这 时, 该 矢量 
TEME H- b. 设 入 = 一 be-“c* 是 H 上 的 仿 射 参量 (此 处 k, = 1/(4M) 是 黑 
洞 事件 视界 上 的 表面 引力 , 常数 b > 0)， 依 定义 在 Ht+ 与 H- 的 交点 处 入 =0, 在 


H- 上 入 < 0。 在 交点 的 邻 域 内 , 引进 一 个 局 部 惯性 系 {1} 在 此 系 中 , n^ = = 
且 光 迹 是 一 条 直线 , 所 以 


d?r” | dn” 
aA dà 
或 者 说 在 入 = 0 的 邻 域内 n^ 是 一 个 常 矢量 。 矢 量 -en EH 上 的 长 度 是 


= 0, (4.3.34) 


^ dz” 
EUM n dA = nd = H(A) — a^ (0). (4.3.35) 
0 


由 式 (4.3.35) 和 和 的 定义 可 以 发 现 


e= -入 = be^", (4.3.36) 


图 4.8 用 几何 光学 近似 描述 霍金 辐射 
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第 三 步 , 移动 这 个 矢量 返回 到 它 的 初始 位 置 , 即 沿 H+ 的 延长 线 平移 矢量 -en* 
到 vo 和 H+ 的 交点 。 如 前 所 述 , 矢量 —en" 定义 一 条 视界 之 外 临近 视界 的 具有 大 
值 的 类 光世 界线 。 追溯 这 条 类 光世 界线 , 经 + = 0 到 极 早 期 的 大 ”> th, 同时 矢量 
—en" 也 平行 移动 到 .7- 。 因 为 平移 保持 矢量 与 测 地 线 的 夹 角 不 变 , 所 以 像 图 4.8 © 
示 的 那样 ,矢量 enr WE 7- 上 连接 vo。 和 一 定 的 v， 因此 


v — vg = —en". (4.3.37) 
在 + 一 oc 处 , 时 空 是 平 直 的 , 光线 的 切 和 撩 n^ = T 是 一 个 常 矢量 ， 其 长 度 为 


Bp 
v — vy = —eD = —bDe-“c", (4.3.38) 


所 以 , 未 知 函 数 v = u(v) 就 是 


1 V9 — v 
/一 一 一 | d. 
esc du (4.3.39) 
利用 式 (4.3.39), 出 射 波 
N . 
Pulm = lan exp (—iwu) Yim 
可 以 写成 | 
N Vo — U *ü 
Pul = unl bD ) Who. Weste. (4.3.40) 
0 (v 2 vo) 
另 一 方面 , 由 于 入 射 波 
N . 
fulm = saa exp (—iwv) Yia 
及 其 复 共 辆 是 完备 的 ， Pulm 可 用 {futms form} 展开 ， 即 
Pulm = Y faw | + Butmw't'm’ form’ | , (4.3.41) 
l'm’ 
1 vo 1 1/2 RA ims 
Qwlm,w’'lm = (Dulm; fu'im) = x] dv (=) exp (iw’v) ("5") S 1 
1 w' 1/2 iw 1 iw oo a 
=— | 一 TG la Ba Qe -E£g14 ig —1 
x (s) (bD) “e (iw) ^ "ce fus qc 
1 w 1/2 (bD __iw al sfa i iw 
一 一 -一 es KG K lW V i 
ne ee ) "e (iw) “sce” OP (1 + =), (4.3.42) 


其 中 & = limi(w —ie)(vo — v), e» 0, 
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Le 9 T a vo — vV*G 
Pulm,w'lm = — (pwim; [OR = Fn f (=) exp (—iw’v) ( bD ) 


i fg — dur Se iw 
(=) (bD) “c (—iw’) reg iw wap (1 + =) o (4.3.43) 


2m \ w E 


显然 我 们 有 ( 略 去 脚 标 Im) 


Bouwt = iawu (4.3.44) 


其 中 , auu) 可 以 认为 是 ouw 到 负 w' 轴 的 延 拓 。 因 acu 在 下 半 复 w' 平面 有 定 
义 , 必须 沿 下 半 复 v 平面 的 半圆 周 把 w' 延 拓 到 负 轴 , Bp 


wo > w'e (4.3.45) 
Gow = OF (e) “oe ray = ie "eye (4.3.46) 

所 以 ， 
BB — e "eo Quote (4.3.47) 


从 (pa, po) = 1 或 式 (4.1.16) 的 第 一 式 
pow [Cay Qu!) — (Bi Bow )| = 1, (4.3.48) 


可 得 | 
(OIN) = fr = E (=) - | | (4.3.49) 


其 中 


4 
Kg hk 1 c 


= )nkp 2nkg “© 4M 4GM° 

这 就 是 著名 的 霍金 热 辐射 公式 。 它 表明 ， 如 果 施 瓦 西 黑洞 有 用 T = ss /(2nkg) XE 
义 的 温度 , 就 是 一 个 黑体 , 会 产生 相应 的 黑体 辐射 。 

上 面 的 处 理 方式 只 能 用 于 圾 缩 星 。 现 在 我 们 给 出 施 瓦 西 黑洞 霍金 蒸发 的 男 一 


(4.3.50) 


个 更 为 一 般 的 推导 。 
Bot. 考虑 用 克 和 鲁 斯 卡尔 坐标 表示 出 的 施 瓦 西 度 规 
de = 二 Maerr/2M (dT? — dR?) — r7d?, (4.3.51) 
ix Zulia c 2M 4.3.52 
= (zu -1) e sin IM’ r> , (4.3. ) 
R= (zu — )^ er/4M cosh ue r>2M. (4.3.53) 
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现在 把 实时 间 延 拓 到 虚 时 间 t= ite, I tg — it, MBA 


ge 1/2 tg 

Se e D/AM X LE 

Ju =i7 rr 1) e sin M" 
r 1/2 te 

= ere 2AM Cos —, 4.3.54 

^ rr 1) ee 8 TM? ( ) 


TR. 洛 伦 兹 型 的 施 瓦 西 度 规 变 成 了 欧 几 里 得 型 的 施 瓦 西 度 规 (ds = -idsp, T = 
-iTp), BẸ 


ds?, = 32 Mae-r/2M (dT? + dR?) c ra^, | r»2M. (4.3.55) 
" 


KEN th 是 周期 为 8xM 的 角 坐 标 ， 流 形 上 的 每 一 个 连续 函数 对 te 也 应 是 周期 为 
SM 的 周期 函数 。 作 为 特例 , 洛 伦 兹 型 施 岂 西 时 空中 的 费 曼 (Feynman) 传播 子 , 如 
果 通 过 解析 延 拓 定义 为 欧 几 里 得 格林 (Green) 函数 , 它 将 自动 地 成 为 虚 时 te = it 
的 周期 函数 。 然 而 , 这 正 是 实 标量 场 温度 格林 函数 的 重要 性 质 0, 2” 28) , 


Gr (z*,t) = Gr (7',t +i), (4.3.56) 
其 中 : 
; TU 
所 以 有 
K 
一 一人。 4.3.57 
2TKB ( ) 


这 个 结果 建议 , 在 施 瓦 西 时 空 未 来 视界 外 部 存在 温度 为 了 = &; /(2nkg) 的 量 
子 场 的 热平衡 态 。 然而, 仅 当 施 瓦 西 黑洞 是 一 个 黑体 并 产生 相应 的 热 辐射 的 时 候 ， 
施 瓦 西 黑洞 与 其 外 界 的 热平衡 才 是 可 能 的 。 

对 于 更 一 般 的 场 , 温度 格林 函数 满足 (1, 2", 28] 


GT (z, t) = eB (s GT (x*,t + i8) . (4.3.58) 


其 中 , p 为 化 学 势 , s 是 粒子 的 自 旋 。 这 样 ， 欧 几 里 得 版 的 施 瓦 西 解 的 特性 强烈 建 
议 施 瓦 西 黑洞 的 粒子 产生 具有 热 性 质 。 
可 以 证 明 , 对 于 克 尔 -纽曼 黑洞 有 
RED, ec M ES 
Kg = 2 (ri "s aT qm 2nkg' (4.3.59) 
AF rs = M 土 VM? 一 a? 一 Q? 是 克 尔 -纽曼 黑洞 的 视界 ，a 为 单位 质量 的 角 动 
量 ， Q 为 电荷 。 
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4.4 一 般 情况 的 福 克 表 象 
事实 上 , 上 述 时 空 的 霍金 节 发 效应 并 非 渐 近 平 直 黑洞 时 空 所 独 有 , 对 于 静态 德 


西 特 时 空 也 有 
| A 1 /4 l 
Ko 一 3° Te 2nkg 3^ (4.4.1) 


更 一 般 地 , 可 以 证 明 : 不 依赖 于 时 空 度 规 的 具体 形式 , 任何 具有 未 来 视界 的 静态 或 
稳 态 时 空 , Ue EE RRR 901, 

一 般 说 来 ,时空 可 能 没有 渐 近 闵可夫 斯 基 时 空 区 ,这 时 应 按 如 下 方式 来 讨论 。 
为 比较 确定 起 见 , 我 们 考虑 空间 平 直 的 FWR 宇宙 


ds? = C? (n) (dr? — 6ijdz'dz’)。 (4.4.2) 
由 于 空间 截面 的 均匀 性 ， 共 形 耦 合 标 量 场 方程 
1 l 
(c +m? + sh) p=0 (4.4.3) 
的 模 解 具有 如 下 形式 : 
uy (z) — (2x) 7 C^! (y) ei y, (q), (4.4.4) 


其 中 , k= |k|, xi. 是 方程 


的 解 ， 此 处 
w? (n) = k? + C? (n) m2。 (4.4.6) 


XX (4.4.5) 正 是 频率 随时 间 变 化 的 谐振 子 的 经 典 运动 方程 。 让 式 (4.4.5) 的 解 具 
有 WKB[ 文 策 -克拉 默 斯 - 布 里 渊 (Wentzel-Kramers-Brillouin)] 近似 解 的 形式 ， 即 


xx (n) = [2Wi (7)] 72 exp E Wi erai (4.4.7) 
其 中 ,Wi (n) 满足 非 线性 方程 


1(W, 3W2 
WR (n) = wi (n) 一 5 E 一 14 o (4.4.8) 
c k 


在 时 空 缓慢 变化 的 情况 ,可 用 和 迭代 法 近似 求解 非 线性 方程 (4.4.8)。 
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1) 零 级 近似 。 
当 WW 和 Wy, 很 小 时 , 可 令 
WO (n) = ux (n), (4.4.9) 


则 | 
x (n) = [2wx (mn)? exp E f wk or) an à (4.4.10) 


显然 , 当 C(7) 趋 于 常数 时 , 该 解 趋 于 闵可夫 斯 基 时 空 的 结果 。 
(2) 一 级 近似 。 


4 
pO na? — 1 (ee 3o 
[v e] = a£ - E T (4.4.11) 
则 E " 
x) (a) = jaw,” (n)| exp f we rar e (4.4.12) 
(3) A 级 近似 
令 
5 (A—1) s (ADA 2 
[wo (| = w? (y) - ; es 一 > E) | ; (4.4.13) 
则 
ug” (n) = (21) */? C- (g) eis x CD (n), (4.4.14) 
HR, X (n) 和 ul”? (n) 被 称 为 x(n) 和 un (n) 的 第 4 级 绝热 近似 (有 时 也 称 为 
第 2A 绝热 阶 , 这 时 绝热 阶 等 于 C? 对 n 的 导数 的 阶 。 为 方便 起 见 ， 我 们 仍 用 前 一 
种 叫 法 )。 


一 般 来 说 , 可 用 一 组 绝热 近似 的 模 (ul) A) 来 定义 场 方程 (4.4.3) 的 严格 
模 解 则 有 


ur (n) = al”) (n) uf (n) + BS mul (n), (4.4.15) 
其 中 , ol”) 和 BO) 对 A 级 绝热 近似 是 常数 (对 A +1 级 绝热 近似 是 依赖 于 n 的 变 


量 )。 注 意 , A (4.4.15) 对 (A) 不 求 和 。 如 果 ul) 是 un 的 好 近似 , 则 应 该 存在 mo. 
在 no 附近 有 


o4? (n — n) 2 14- [(A - 1) 或 更 高 的 阶 ] , 
B® (m — n) =0+ [(A 4- 1) 或 更 高 的 阶 ] 。 
由 式 (4.4.15) 和 式 (4.4.16) 定义 的 (精确 ) 模 解 wk 称 为 4 级 绝热 正 频 模 。 


(4.4.16) 
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由 这 样 定义 的 精确 模 wk 可 进一步 定义 一 个 真空 , BWA 4 级 绝热 真空 。 

为 比较 绝热 模 与 标准 模 的 异同 ,我 们 还 是 先 看 时 空 具 有 入 射 和 出 射 渐 近 闵 可 
夫 斯 基 区 的 情况 。 对 于 这 种 情况 ， 有 两 种 方案 可 资 利用 。 

(1) 在 入 射 和 出 射 渐 近 闵可夫 斯 基 区 , 精确 模 un 分 别 化 为 标准 的 正 频 平面 
波 解 。 在 这 些 区 域 中 , ul 中 所 有 绝热 级 高 于 零 的 项 均 为 零 , 所 以 这 些 精确 模 的 绝 
热 级 是 无 穷 的 。 基 于 任何 这 样 一 组 精确 模 的 量子 化 得 到 的 粒子 数 都 是 绝热 不 变 的 。 

(2) 考虑 在 某 个 稍 晚 的 时 刻 n, 的 第 4 级 绝热 模 vi 。 在 入 射 区 , 它们 无 法 转化 
到 标准 形式 , 一 般 说 来 是 后 者 的 线性 组 合 。 因 此 由 ul? 定义 的 绝热 近似 真空 将 不 
同 于 由 uit 定义 的 物理 真空 , 所 以 一 个 惯性 探测 器 会 在 此 绝热 近似 真空 中 记录 到 一 
个 “量子 浴 ”。 然而 , 由 于 场 模 已 与 (4) 级 绝热 近似 模 相 匹配 , 仅 在 (A + 1) 级 或 更 
高 级 的 项 上 有 所 不 同 ,“ 量 子 浴 ” 中 的 高 能 粒子 的 数 密度 会 按 (AFD (BK mo 01) 
迅速 下 降 。 

对 于 时 空 没 有 入 射 和 出 射 渐 近 闵可夫 斯 基 区 的 情况 ,绝热 真空 以 及 由 共 动 粒 
子 探测 器 检测 到 的 物理 粒子 的 表示 仍然 是 最 好 的 。 

为 说 明 这 一 点 , 我 们 来 看 一 个 具体 例子 。 

考虑 一 个 渐 近 、 非 静态 的 4 维 宇宙 模 
C) 型 — — 时 间 对 称 反弹 模型 。C2 (n) 如 图 4.9 
Br. HB 


C? (n) = A? + B?n? (—oo <n < +00). 
(4.4.17) 
n mn tool. 有 


图 4.9 反弹 宇宙 模型 的 C? (n) 曲线 a(t) 8 C(t) c t? (辐射 为 主 时 期 )。 


(4.4.18) 
C/C 21/9 50 ( 当 了 一 coo), (4.4.19) 
这 意味 着 , 当 5 coo 时 , 膨胀 率 趋 于 零 。 Alt, 所 有 级 的 绝热 近似 是 相同 的 , 只 
需要 考虑 零 级 绝热 模 ， 即 
WO =w) 和 x(n), (4.4.20) 
其 中 
wr (m) = (k? + m? A? + m? py?) — mB|n|. (4.4.21) 
4n-+oW, 有 


x (y) 一 (2m B|n]) 1”? exp(ximBr?/2). (4.4.22) 
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方程 (4.4.5) 具有 韦伯 (Weber) 方程 的 形式 , 其 通 解 是 


CiD. 10 ix mB) 27$ 
x(n) = 


4 |n n « 0) 
inia mid ; (4.4.23) 
C1D_1(_i)[(2mMB) : ez (n > 0) 


k? + m? A? 


其 中 ，D,(z) 是 抛物 线 柱 函 数 ， 和 = 
mB 


AB. In 一 too tf, 有 


， 男 一 个 线性 独立 解 在 7 一 too 时 


ja- 


[(2mB)" 2e" iml E 6 exp(imBn?/2) (n « 0) 
xx) ~ MUN (4.4.24) 
[2mB)' e| "^ exp(—imBr?/2) (n>0) 
显然 适当 选择 常数 ,并 略 掉 不 重要 复 系数 , 则 有 
in (y mon cs (0, 
Xk (n) ML (—oo), (4.4.25) 
xe (n) " —5 x1) (+00) » 
如 前 所 述 , o BEATER n, 一 -oo 处 定义 的 零 级 绝热 近似 模 (不 妨 称 为 入 射 零 级 绝热 
近似 模 ) 展开 , 也 可 由 7 +00 处 定义 的 零 级 绝热 近似 模 (出 射 零 级 绝热 近似 模 ) 
EF., BH 
N^ Cou 4 u l 
eS .^ (4.4.26) 
y (agtu + ue) : 
k 
用 下 式 定义 第 零 级 绝热 真空 |0)() 和 Jo) : 
in (0) = Vk 
ar lO)in = 0. (4.4.27) 


ago) —0, — vk. 


out 


利用 《积分 、 BC, RER) BU 中 的 公式 (9.248) MWER, uO 和 wu 之 间 
的 博 戈 留 波 夫 变换 为 

ulO)in = i Coui e 7A y (Q)owt u je 7/2, (O)outs : (4.4.28) 

r E a- | 
2 
所 以 x 
I8. |? = exp E (+ + 2-3] . (4.4.29) 

可 见 , 探测 器 探测 到 高 能 粒子 的 概率 确实 被 指数 地 压低 了 。 
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45 共 形 真空 


^ 
Juv = C^ gay (4.5.1) 
或 
ge’ = 0 gL。 (4.5.2) 
E n 维 时 空中 , 如 果 m=O, TRES 
g=C* 8, (4.5.3) 
则 标量 场 方程 
[D +m? + ER] ¢=0 (4.5.4) 
是 共 形 不 变 的 。 这 时 有 
d= Y (acus + ajay.) =C 6 = ary (axur + atus) (4.5.5) 
k k 
显然 , 在 共 形 变换 下 , 6 的 模 函 数 与 $ 有 相同 的 变换 关系 ， 即 
Wk = C^ up, (4.5.6) 
由 此 知 ak = ak, MUH ak 定义 的 真空 与 ok 定义 的 真空 相同 , 也 就 是 说 ,由 
akl0) =0, Vk, (4.5.7) 


定义 的 真空 |0) 是 共 形 不 变 的 , 称 为 共 形 真空 。 
可 以 证 明 , 在 共 形 变换 下 , 零 质 量 标量 场 的 费 曼 传播 子 满足 中 


2—n 


Dr (z,z) 2C^* (x) De(z,z')C * (a). (4.5.8) 


这 意味 着 , 只 要 知道 了 闵可夫 斯 基 时 空 或 伦 德 勒 时 空 的 Dp. 就 能 容易 地 算出 共 形 
平 直 时 空 的 Dp. 


4.6 ”黑洞 外 的 三 种 真空 


在 渐 近 平 直 的 黑洞 外 有 三 种 常用 的 真空 , 它们 是 布 维尔 (Boulware) 真空 |0)B， 
也 记 作 [0)s092. 3 、 哈 特 (Hartle)- 霍 金 真空 |0)al8g 和 安 鲁 真空 |0)uB85 。 下 面 以 施 
瓦 西 黑洞 为 例 , 介绍 这 三 种 真空 。 

QD) 一 般 来 说 , 格林 函数 用 G 表示 , 在 零 质 量 极限 下 , 通常 采用 D 来 表示 。 
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(1) 布 维尔 真空 |0)s = |0)s。 用 施 瓦 西 坐标 (t,r) 定义 双 类 光 坐 标 (u,v), 其 中 
u 二 t 一 Tr., v= 二 t 十 ro。 类 时 基 灵 矢量 场 为 


tq = a (4.6.1) 

在 渐 近 平 直 区 ， 有 正 频 模 函 数 ur 特别 地 ， | 
在 .7+ 附 近 ， up e", (4.6.2) 
在 了- 附近， up wee”, (4.6.3) 


相应 的 福 克 表 象 的 量子 态 为 |n)s(n 2 0 的 整数 )。 布 维尔 真空 |0)s 相应 于 星体 外 
部 远方 我 们 熟悉 的 空虚 态 的 概念 , 但 由 于 施 瓦 西 坐标 在 黑洞 的 视界 上 是 奇异 的 , 故 
在 施 瓦 西 黑洞 附近 , 它 不 给 出 好 的 定义 。 

(2) 哈 特 -霍金 真空 | 0)a 。 用 克 鲁 斯 卡尔 坐标 (T, R) 定义 新 的 双 类 光 坐 标 (u, v); 
Hpa=T-R,v=T+R. 在 渐 近 平 直 区 ,得 正 频 模 函数 


在 J^ 附近 ， Cue, (4.6.4) 
在 7- 附近， ^ uet, (4.6.5) 
相应 的 福 克 表 象 中 的 量子 态 为 [nuyl > 0)。 这 套 坐 标 在 整个 流 形 上 都 有 好 的 定义 ， 


由 它 所 定义 的 真空 态 即使 是 在 黑洞 视界 附近 也 是 有 意义 的 。 后 面 将 看 到 ， 哈 特 - 霍 
金 真 空 |0)a 相应 于 黑洞 与 黑体 辐射 海 处 于 热平衡 的 态 。 


(3) 安 鲁 真空 0)u。 KA 7- 的 入 射 真空 用 x 或 = 来 定义 , 即 


在 .7- PAE, fae. (4.6.6) 
前 往 .7+ 的 出 射 真空 用 Es 或 = KEL, Bf 
在 .7+ 附近 ， og =, (4.6.7) 


于 是 , 出 射 态 在 黑洞 视界 面 上 有 好 的 定义 。 我 们 将 看 到 , 在 安 鲁 真 空 |0)u 中 , 观察 
者 可 观察 到 飞 向 远方 的 黑体 辐射 流 ， 所 以 安 鲁 真空 可 能 是 描写 大 质量 星体 引力 垢 
缩 成 黑洞 所 得 到 的 最 佳 近 似 态 。 


4.7. 粒子 和 粒子 探测 器 


为 了 判定 粒子 是 否 是 物理 实体 , 必须 依靠 所 谓 的 粒子 探测 器 。 什么 是 粒子 探测 
器 呢 ? 安 鲁 和 德 维特 (DeWitt) 给 出 一 个 最 简单 的 粒子 探测 器 构造 方案 : 

一 个 具有 内 能 En 的 理想 点 粒子 , 通过 单 极 相互 作用 与 标量 场 o 耦合 , 那么 标 
量 场 与 探测 器 的 相互 作用 拉 格 朗 日 (Lagrange) 量 是 
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Am (T) 9 (7 (T)), (4.7.1) 
其 中 , r 是 探测 器 的 固有 时 , m (7) 是 探测 器 在 时 刻 7 的 单 极 子 算 子 , z (7) 是 粒子 
探测 器 运动 的 世界 线 ，o (x (7)) 是 运动 探测 器 “触摸 ”到 的 场 ,，\ 是 一 个 小 的 耦合 
常数 。 
假定 场 o 初始 处 于 真空 态 |0), 探测 器 处 于 自己 的 基态 |B), 对 于 充分 小 的 A 
在 一 级 微 扰 下 从 |0, Eo) 到 jv, En) 态 的 跃迁 振幅 是 


+00 
IA (En, | i m (T) $ (x (7)) dr|0, Eo), (4.7.2) 
式 (4.7.2) 可 由 
» +00 
= cn | Hidr (4.7.3) 
和 
Hi (r) = -Li = -Am (T) $ (z (7)) 
推出 。 
在 相互 作用 表象 中 , 有 
m (T) = €T m (0) e707, (4.7.4) 
其 中 
HolEn) = En|En), (4.7.5) 
因此 跃迁 振幅 是 
"十 oo 
A (En, Y) = iA(En|m (0) E) f e (Fs Eo (6 (7) |0)dr» (4.7.6) 


跃迁 到 所 有 可 能 的 E, 和 y 的 概率 是 
Zo En, V) A (En, V) 


Too Too 
=? V^ (sm (0) [Eo) i" dr MET o Rd 
Y (016* (7) |) (ele (7) J0) 


"m 


Too Too : ; 
=X Y (Eam (0) Eo) f^ arf aree tem) 


(0|6* (T) 6 (7^) |0) 
ge E, |m (0) |Eo)|?F (En — Eo) , (4.7.7) 
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其 中 
F (En — Eo) = [aer dr'e (Es - EX (7-7) G+ (zx (7) , 2 (7^) (4.7.8) 


被 称 为 探测 器 的 响应 函数 ，G+(z(7),z(7')) 是 正 频 怀特 曼 (Wightman)- 格 林 函 数 
(或 称 正 频 怀特 曼 函 数 )。 可 见 , 跃迁 几率 既 依赖 于 探测 器 的 运动 ,又 依赖 于 探测 器 
的 内 部 结构 。 

一 般 说 来 , 怀特 曼 函 数 只 是 Ar = 7 一 7 的 函数 。 现 在, 做 变量 替换 (7,7) 一 
(r, Ar), BIS r =r- Ar, AF 


P3 m DM 
F (En — Ep) = i dr [atte (Ar), (4.7.9) 
则 单位 固有 时 的 响应 函数 f(E) 是 
f(E)= T da(ArjeriaerGt (Ar) 。 (4.7.10) 


在 闵可夫 斯 基 流 形 上 , 对 无 质量 标量 粒子 有 
iG* (Aw, At) =iD+ (Az, At) 


d gie A iko-At 7 
— (2x) T ogg dedk (BEELA) 


ct 

+1 2n foo eiw|Az| cos 0 一 iwAt 

= (Qn) i | f w*dwd(cos 6)dy——__— 
o Jo 2w 


-em idu sin(w|Az|)e ?"^! 
i 

(Az)? — (At)?’ 

其 中 , 在 复 ko 平面 上 的 积分 回路 C+ 由 图 4.10 给 出 。 


=(2n)~? (4.7.11) 


图 4.10 iG* 在 复 ko 平面 上 的 积分 回路 Ct 
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下 面 讨 论 几 个 具体 的 例子 。 
1. 国定 于 惯性 系 中 的 探测 器 
在 这 种 情况 , 方程 (4.7.11) 化 成 


G* (Ar) = B ee (4.7.12) 


方程 (4.7.10) 表示 为 


1 
(Ar — ic)? | 


十 oo 
f(E)=- lim, (ony? | díAg)g ^or (4.7.13) 


对 于 E > 0 的 情况 , 可 以 变形 积分 曲线 , 把 沿 实 Ar 轴 的 积分 改变 到 沿 下 半 复 平 
面 Ar 的 大 半圆 周 上 GER, Ar 的 极点 位 于 上 半 复 Ar 平面 上 ), 所 以 结果 是 


f(E)=0, (4.7.14) 


即 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 惯性 探测 器 检测 不 到 粒子 。 
2. 固定 于 伦 德 勒 系 中 的 探测 器 
考虑 从 闵可夫 斯 基 坐 标 系 (t,xz) 到 伦 德 勒 系 (0, 6) 的 变换 由 式 (4.2.1) 给 出 。 设 


固定 于 伦 德 勒 系 中 的 探测 器 的 固有 时 是 r 则 由 式 (4.2.2) 知 , 7 = e*5n. FR, 我 
们 有 


| t = o sinh(r/o), (4.7.15) 


z = a cosh(rT/a), 


其 中 , a-! = ae-% 是 探测 器 的 固有 加 速度 。 把 式 (4.7.15) RAR (4.7.11), 并 注意 
到 &=&, 有 


1 


D+ = fa? [cosh(r/a) — cosh(7'/a)] — [sinh(r/a) 一 sinh(r/a } 


zi 
f sf 
or sinh? ar — cosh? ai sinh? E 
2a 2a 2a 2a 
| 
nm o LAr? 
= iena | Va 


1 INS AT 
16220? 21a 


1 
(2x)? 


4.7 粒子 和 粒子 探测 器 . 53. 


k= 
k=+00 
Eod. MUN (4.7.16) 
4n? 7 [A7 + 2niak] ` 
其 中 , 倒数 第 二 个 等 号 用 了 恒等式 
十 oo 
csc? na = n? P pd). (4.7.17) 
大 一 一 oo 
单位 固有 时 响应 函数 
k=+00 eg iEAT 
AB) = -ga in a X VAT CR — ie Sak? abs 


中 沿 实 Ar 轴 的 积分 可 以 用 沿 下 半 复 平面 Ar 的 大 半圆 周 的 积分 代替 ， 所 有 伴随 
k <0 的 极点 对 积分 没有 贡献 ,因此 积分 可 以 用 下 面 的 留 数 定理 积 出 , 即 


2nib; = TP [3p (Co)g (zo) - p(zo)q" (0) (4.7.19) 
R (4.7.19) 相应 于 二 阶 极点 的 留 数 , 其 中 z = 2g 是 函数 EE 的 二 阶 极点 。 结 果 是 
ERE a E 1d 
f(E) m 2. | "p e cm (4.7.20) 
级 数 的 收敛 域 为 e-2re < 1。 
跃迁 到 所 有 可 能 的 E, 的 概率 是 
2 
y2 (En ~ Eo)|(Enlrn(0)|Bo) 
DE BE] (4.7.21) 


普 朗 克 因子 [EE — 1] 7! AUN BLL AS, 加 速 探测 器 和 真空 态 |0)w 中 的 o 
的 平衡 , 与 一 个 未 加 速 的 探测 器 浸 在 温度 为 
zi 1 | a 
B 2nakp nn 2nkg 
的 热 辐射 “ 浴 ” 中 取得 的 平衡 相同 。 此 结论 与 用 博 戈 留 波 夫 变换 法 得 到 的 结果 
一 致 。 


=| 
(4.7.22) 
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应 该 指出 , 要 得 到 IK 的 温度 , 探测 器 的 固有 加 速度 必须 达到 1079 ms-?. nA 
考虑 阿达 玛 (Hadamard) 基本 函数 


D = (0|{$(z), d(2’)}|0) = D+(zz) 十 (cz 人 (4.7.23) 
对 于 伦 德 勒 探测 器 将 有 
k=+00 
D“)(Ar) = Dj (Ar) = -(219)? V^ (Ar^ ik) ^, (4.7.24) 
k--—oo 


即 匀 加 速 探 测 器 的 真空 格林 函数 与 一 个 惯性 探测 器 的 温度 格林 函数 相同 。 

3. 国定 于 圆周 运动 系 中 的 探测 器 

我 们 已 看 到 此 系 中 的 混 频 系数 为 零 , 因此 转动 真空 与 闵可夫 斯 基 真 空 相同 , 这 
表明 转动 探测 器 不 会 在 闵可夫 斯 基 真 空中 探测 到 任何 东西 。 令 人 吃惊 的 是 ， 立 陶 
(Letaw) 与 法 池 (Pfautsch) 指出 ,以 恒定 角速度 转动 的 探测 器 会 测 到 非 热 谱 ] 


4,,2,2 oo 2 +2 
Tu e r? — sin 7 
T cos(ye,x) | ——————— —5— | dz, 4.7.25 
32194 f o JE — v? sin? x) l 9) 
其 中 T 
ym). Rl c= 04, «=—, (4.7.26) 
T 


其 中 , r 是 探测 器 世界 线 的 挠 率 或 探测 器 的 角速度 。 

1981 年 , 立 陶 和 法 池 进 一 步 考虑 了 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 六 类 稳 态 坐标 系 中 的 自 
由 标量 场 的 量子 场 论 3"1, 发 现 只 存在 两 种 可 能 的 真空 , 即 不 存在 事件 视界 的 坐标 系 
对 应 的 真空 是 闵可夫 斯 基 真空 , 存在 事件 视界 的 坐标 系 对 应 的 真空 是 福 林 (Fulling) 
真空 ( 伦 德 勒 真空 )。 因此, 一 个 尚 待 解决 的 问题 是 , 为 什么 用 博 戈 留 波 夫 变 换 得 出 
的 结果 与 用 转动 情况 的 探测 器 理论 得 出 的 结果 不 一 致 ? 
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为 了 以 后 计算 方便 ， 需 要 注意 平 直 时 空 量子 场 论 和 弯曲 时 空 量子 场 论 的 差别 


( 表 5.1)。 
x 5.1 平 直 空间 场 论 与 弯曲 空间 场 论 的 差别 
n EFANS n 维 弯 曲 时 空 
测度 dz V—gd"z 
ô” (x — y) 
0 函数 ó"^ T, —ón(xz-— ô” " = 
(x,y) (x — y) (x, y) Jom 
(418) [ ve - =1 J V sas (y) =1 
CN (D. + m2)G p (z, y) = —" (£ — y) (Ds + m? + ER(z))Gr (z£, y) = —6"(a, y) 
G r(z, y) . í 
Gr(z,y) = (z|Gr|y) Gr(z,y) = (x|Gr|y) 


5.1 量子 物质 场 的 有 效 作 用 量 
众所周知 , 经 典 爱 因 斯 坦 方程 
Ry, 一 sg + 4gm = -812GT,, 
可 以 用 变 分 原理 


ME 
v/-g 6g" 


从 经 典 作 用 量 
8-5, S, — | cato | ciat 


sat ae 4 
= aa |v g( R — 2A)d s+ | Lmv T 


得 出 ,其 中 
2 8S 1 1 
=g ôg.” = ang Pe g9w R + Agw), 
2 m 
I 


v —g ôg” 


(5.1.1) 


(5.1.2) 


(5.1.3) 


(5.1.4) 


(5.1.5) 
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在 半 经 典 理论 中 , 爱 因 斯 坦 方程 取 如 下 形式 ， 即 


1 
Ruy == zImR + Agu = —8nG(T,,)« (5.1.6) 


我 们 希望 对 量子 物质 场 引进 有 效 作用 量 ,以 得 出 (Ta). B 
2 r 
V-I òg” — uL 
现在 我 们 来 证 明 有 效 作 用 量 D 可 以 用 真空 保持 幅 或 无 外 源 的 生成 泛 函 来 决定 。 
为 后 面 讨论 的 方便 , 我 们 不 限于 4 维 的 情况 , 假定 时 空 维 数 为 n。 
证 明 : 有 外 源 和 无 外 源 的 生成 泛 函 分 别 是 
Z(J) = our (0]0)7, 


SN J 2[9] exp liso 4i J toa, (5.1.8) 


(5.1.7) 


Z(0)= on (Ol). =N f (ol expliSm), (5.1.9) 


EF, Old] 是 对 物质 场 $ SKYE ER TAA]. N 是 归 一 常数 , 具有 {20 的 量 纲 。 式 
(5.1.8) AR (5.1.9) 分 别 为 有 外 源 和 无 外 源 时 的 真空 保持 幅 。 注意: 在 平 直 时 空中 ， 
当 J=0 Rf, Z(0) = out(0|0)in = (0/0) = 1, 这 意味 着 真空 是 稳定 的 ; 而 在 弯曲 时 空 
H, 即使 J = 0, 也 可 能 有 Z(0) 41. 这 意味 着 真空 是 不 稳定 的 。 

有 效 作用 量 可 用 真空 保持 幅 定义 为 


fe = In Z(0) = NM (5.1.10) 
或 
Z(0) = our (0/0), = els (5.1.11) 
于 是 有 
2 6Z(0) 2 2 65, diff 
Jag or =a | 10 exp(iSm) =w | 910 Jag bg? 
2 55, 
= iout (0| 7— op [Oin = iout OND) in (5.1.12) 
SEP 2 82(0) 2 òr 
— = ie" —— 5.1.13 
v-g 6g" v -g 8g" 
所 以 


2 or out (0175,,]0);. 
EE ulin (5.1.14) 
Vg Sgt” out (0/0) in 
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六 正 是 我 们 要 找 的 量子 物质 场 的 有 效 作用 量 。 
实际 上 , 我 们 常 需 用 到 入 射 态 和 出 射 态 的 真空 期 待 值 , 它们 与 式 (5.1.14) 有 如 
FRAG, 即 


í ut (0|D,,10) an | 
(OIE los = culo Fah Š 23 Aj T, (uiP" , ule), (5.1:15) 
r ou T, v 0) 
out (OlT 110) out = LM 2 VijyTyv(u up ut Ji (5.1.16) 
其 中 
Aj =-i >> Boz’, We=i》 BBG" (5.1.17) 
l l 


这 种 关系 之 所 以 成 立 ， 是 由 于 入 射 态 与 出 射 态 主 要 区 别 在 于 定义 它们 的 边界 条 件 
人 不同 , 而 物理 量 的 紫外 行为 (或 时 空 的 小 尺度 性 质 ) 与 边界 条 件 无 关 。 

此 外 , 我 们 要 指出 : 

(1) A e^ = out (0|0)in 可 得 


l(a a se (5.1.18) 


所 以 , 有 效 作用 量 的 虚 部 不 为 零 意 味 着 粒子 从 真空 中 产生 。 
(2) 


r= —5iTrIn(—y?Gp), (5.1.19) 
其 中 , p 是 一 个 量 纲 为 M 的 常数 。 更 一 般 地 ， 
P= -5iD eT [- uS GL (x, z")], (5.1.20) 
f 


其 中 ，》 表示 对 那些 对 单 圈 冰 有 贡献 的 场 求 和 ， 
f 
EE (RET) 
i -1 ( 费 米子 ) ` 
XX (5.1.19) 或 式 (5.1.20) 告诉 我 们 ,一旦 知道 Ge， 就 能 计算 r, TERMÉT 
= 
下 面 仅 对 标量 场 证 明 式 (5.1.19)。 由 式 (5.1.8) 知 ， 有 外 源 时 标量 场 的 生成 泛 
函 是 


ZU) = ow (010) =N f 2o] exp isto) +i f v caia w}, 
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其 中 
= ] £z 


Z= NY — m?$?)., 
用 分 部 积分 法 , 略 去 边界 项 , 作用 量 可 被 改写 为 


- ] v3 EL eme] : 


将 恒等式 
d"'rJ-g(r)ó"(r,y) =1 
插入 作用 量 得 
s=-5 | v- z) v —g(y)d”zd”yo(x)K (v, y)ó(v), 
其 中 
ô” (x, y) - o" (a um y) 
—9(y) 
K(z,y) = (GQ: + gaye =) e 
—g(z) 
另 一 方面 , 费 曼 格林 函数 (又 称 为 费 曼 传播 子 ) 的 定义 是 
(tm 
-g(x) 


将 式 (5.1.24) 插入 式 (5.1.27) 的 左边 得 
| V=s@aneK(e,2)Ge(2.u) = Ps). 


(5.1.24) 


(5.1.25) 


(5.1.28) 


把 K(z,z) 和 Gr(z, y) 分 别 看 成 具有 两 个 连续 指标 的 矩阵 , 式 (5.1.28) 左边 就 是 两 


个 矩阵 的 乘积 , 右边 则 是 具有 两 个 连续 指标 的 “单位 ”矩阵 的 负 值 ， 所 以 


K^ (z,y) = -Gr(z,y)« 
在 泛 函 积分 中 考虑 变量 替换 
P i V/-g(y)d" yK!"?(z, y)o(y), 


(5.1.29) 


(5.1.30) 
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注意 到 


/ v -g(y)d^yK* (x, y) K+ (y, z) = K*!(z, z), (5.1.31) 
| Vay s) K- (y, 2) G2) (5.1.32) 


川 由 式 (5.1.30) 可 解 出 o 
EE LI (5.1.33) 
于 是 , 生成 泛 函 的 指数 部 分 可 重 写 为 
1 2 
-5 fv -ja"e | (a) - | vs y)d" yJ (y K-1/2(y, z) 


-5 / v —g(x)y —g(y)d" xd" yJ(r)G (zr, y) J(y)« (5.1.34) 
由 于 
do i 一 1/2 / 
Zl|$] = det E3 Di] = det(K ^ /*)2[9/], (5.1.35) 
所 以 有 


Z D=N | Belek epf -i f v airs 
2 
x let) - [ ve sinn n 
EXERCENT PECES 


在 上 述 泛 函 积分 中 K 因子 和 指数 的 第 二 项 都 不 依赖 于 o^. 所 以 可 以 从 积分 号 
中 取出 , 余下 的 泛 函 积分 实际 上 是 一 个 对 o 的 高 斯 型 积分 , 结果 是 数字 。 因 此 有 


Z(J) x det(K-1/?) 


xexw[-3 f Vs) EIA" 2d" yI ()Gr (e, J) ， (6137) 


exp[il’] = Z(0) x det(K~!/?) = det( 一 -Gim- [det(—G p)] 7? 
—exp E In[det(— cn = exp [sTrin(-Gr)| o (5.1.38) 
由 此 立即 得 到 式 (5.1.19). ÆR (5.1.38) 的 推导 中 用 到 如 下 两 个 条 件 。 


(1) G r(z, y) = (2|Grly), (5.1.39) 
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Ht, je) 满足 如 下 归 一 化 条 件 
(z|y) = 9" (x, y); (5.1.40) 


(2) 选取 适当 么 正 变换 总 可 以 把 Cr 对 角 化 , 对 角 化 后 ， 上 式 最 后 一 行 第 一 个 
等 号 就 是 显而易见 的 了 。 
为 看 清 本 节 所 讨论 的 各 物理 量 的 量 纲 , 我 们 将 它们 集中 列 于 表 5.2 中 。 


表 5.2 4c=h=1 单位 制 下 的 量 纲 分 析 (L° = MM") 


物理 量 物理 量 EE 物理 量 量 纲 
S a D" o(xr)(= o|x)) p 
5” (a, y) J (x) 了 一 1 一 m/2 $ L! 
|x) |0)in 0 |O)out 0 
r Z[J] 0 2Z[0] 0 
K kK L? KY? L 
K-M? K (x, y) L-?-n K-l1(zr,vy) L?-^" 
KU Toa) K VP? (gy) pes ó' (x) poen 
Gr G r (v, y) L2- P Lu 
(= (z|Grly)) 
oo(z) E det(K -1/2) : 
N v : Po 
wis (71-1 "um TO) 
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在 涉及 紫外 发 散 等 问题 的 处 理 时 , 场 的 高 频 行为 变 得 尤为 重要 。 由 于 高 频 ( 短 
波长 ) 部 分 所 能 探测 到 的 是 时 空 的 短程 性 质 , 我 们 需要 考察 费 曼 传播 子 GF EDR 
度 上 的 行为 , BI z 一 r 的 行为 。 另 一 方面 , 我 们 希望 知道 在 弯曲 时 空中 物质 场 的 图 
图 修正 效应 , 这 就 要 计算 圈 图 费 曼 传播 子 。 对 于 圈 图 传播 子 也 可 从 Gr(a,2')|2 2 
中 得 到 。 这 一 节 , 我 们 就 来 讨论 Gr 在 z r 时 的 德 维特 - 施 温 格 (D-S) 固有 时 展 
开 , 或 简称 为 德 维特 - 施 温 格 展开 、D-S 展开 。 

在 一 点 a' 的 邻 域 引 进 黎 曼 法 坐标 y^ (YE v^ 点 , y = 0), 则 位 于 该 点 c^ 邻 域 的 
guz(y) 可 以 展开 为 


1 1 . 
guv(y) = Tuv s z Ruavgy y’  Ruovi M" V y? 


1 2 a 》 E 
T (gg furno + E feug) y “yyy t, (5.2.1) 


这 里 所 有 的 系数 都 在 y^ = 0 点 (Er A) 取 值 ,在 进一步 计算 中 都 作为 常数 
AER, n, 是 闵可夫 斯 基 度 规 ， 指 标 用 mv 及 其 逆 升 降 。 逆 度 规 及 度 规 的 行列 式 


5.2 费 曼 传 播 子 的 德 维特 - 施 温 格 固有 时 展开 «015 


分 别 为 加 
gt” =n” — SP ny 一 sR, "oM 
E (a - RY Re DD yey ys +- (5.2.2) 
g=-1- S Rag Rao vw ine 
E o; Baag" 'R Sha Fas aj) yy Yt (5.2.3) 
用 
Ge(y.0) — [-9(y)]" "^r (y, 0)[-g(0)] ^ 
- [79(y)] "^r (y, 0) (5.2.4) 
来 定义 p(y,0)。 现 在 用 歼 曼 法 坐标 展开 费 曼 格林 函数 满足 的 方程 ， 即 
[Dy + m? + ER(y)|Gr(y, 0) = -[-g(y)] "8" (y) (5.2.5) 
或 


1 8 -—« 
| | —g(y)g aa. +m? ren} Gr(y,0) 
= -[-9(y)] 18" (y), (5.2.6) 
将 式 (5.2.4) RA, 并 利用 式 (5.2.1) 3X (5.2.3) 及 


R(y) = RO) + Ri (0) + 5. Rag (0)y y (5.2.7) 
可 得 


n" 0,0, p 十 G + (s - 5) R Gp 十 EA 十 (s = >) R, oF] o 
V 1 v 1 Q 
-ls RY, ja - (F Rua- gas "ate - 5 (e- 5) a LL y? 


+—— [4R Rag 2R5 S R42 ^5. Rrune + Rap — 3ORap] Y yP Gr 


D 对 于 形 如 
Juv = Nv 十 a?) + a(9) 十 a2 


的 微 扰 展开 度 规 , 我 们 有 


gt! = q^" — a(2»v — aO _ q(4)uv 4 ala e v 


1 
det (mw +a) +a(3) 十 a(4) ) | -q""aQ) —n""a(Q -n a id Lora +) +n nTa (2) 4), 
等 式 右 边 的 指标 由 nuu 及 其 逆 升 降 。 
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1 ie iy 
E By y yy 0,0, p 


= 而 = (Rag | IR mpy + RS Rey ARS S he P) Yy y Ge 
Donc d E M 
(a 8:35 ig aR Y ;) y y yy’ IIF 
Sai, (5.2.8) 


再 次 强调 所 有 的 系数 都 在 r 或 y = 0 处 取 值 , 例如 , 式 (5.2.8) 第 三 行 中 的 OR, 
在 黎 曼 法 坐标 系 中 就 等 于 napa Rasjy-0。 注意 , 在 上 面 的 计算 中 , 我 们 已 略 去 了 
系数 中 包含 gu 四 阶 以 上 导数 的 项 和 ye 的 四 次 方 以 上 的 项 。 顺 便 提 一 句 ， 上 面 的 
方程 适用 于 n 维 时 空 。 

从 Vr (x, d) 的 洛 伦 兹 不 变性 知 , 在 r 的 黎 曼 法 坐标 邻 域内 ,9Gr(z,z') 只 能 是 
masyay5 的 函数 。 对 于 这 样 的 函数 , 直接 计算 表明 , 式 (5.2.8) 除去 第 一 项 之 外 ,ya 
的 次 项 中 Ir 的 一 阶 导数 项 与 ya 的 大 +1 WO Gp 的 二 阶 导 数 项 正好 抵消 。 
所 以 , 在 4 级 近似 下 式 (5.2.8) 可 以 化 简 为 


1 1 
ate + (nt + (e- D) a) ge (e- D) mane 


I 1 1 . 
+5 (s = 5) R apy y Gr + — (-4R4À Ry 十 2R a Rea 


120 
+2R™" Rag + Rag — 30Rag) y^ y? Ir = —ó" (y). (5.2.9) 
对 方程 (5.2.9) 做 傅 里 叶 (Fourier) 变换 ， 即 
d'k 
Gr (y, 0) dE (5.2.10) 
EH, ky = kay”, 
fp (k) = f yigt), (5.2.11) 
即 可 得 
| E = (s = 3) R| Gr(k ) 十 i(¢ — >) Its o? Gp(k) — aag Fr (k) = 
(5.2.12) 
其 中 
O°Gp(k) = ax, 6r 0. (5.2.13) 
1 1 1 1 
laß = 2 S = 5) Reg + 129 F^ = 79 Res 
E Mog F^ A MRa taR? Le Rains (5.2.14) 
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在 小 距离 或 高 频 近 似 下 , 将 (E) 按 包 含 度 规 的 导数 展开 , WA 
dp (k) = GO (k) + GO (k) + GP (k) +, (5.2.15) 
最 初 两 级 近似 是 
gO (k) = u—— C (k) = 0, (5.2.16) 
将 它们 代入 式 (5.2.12), 分 别 给 出 只 含 度 规 的 三 阶 导 数 项 和 只 含 度 规 的 三 阶 导数 项 
满足 的 方程 ， 即 


K- ny) - (e - 5) nao =o, 
(k? — m?yg E (k) +i (s = >) Rað IO (k) = 0, 
它们 的 解 是 


(s E 5) Rað IE (k) 


k2 — m? : 


1 
a) (: J i) ~ ai 
Gp (k) = Fr (k) = -—i 


(k? a= m^ ” 


进一步 将 GV 0) ~ G(R) RAR (5.2.12) 得 到 只 含 度 规 的 四 阶 导数 项 满足 的 广 
Fz, Bp 


(5.2.17) 


(k? — m?)9 (k) 一 (s E: 5) RG?) (k) — a450* OG) (k) = 0, (5.2.18) 
其 解 为 
(4) (: - 3) RG? (k) + aapð PIP (k) 
Gr (k) = an ama (5.2.19) 
于 是 , 得 到 式 (5.2.12) 的 (4 级 ) 解 为 
1 1 
k2 — m? ' (k? — m2)? k2 — m2 k2 — m2 
2 
(s u 5) R? a B 1 
了 十 Em 0e o? EP o (5.2.20) 


利用 
(k? a m?)—19%(k? u m?)*! - - 0? (k? - m?)7? 


(k? — m?) 1820P (k? — m?)*! = 50°09 (K? -m?y?- s^? — m?)-?, (5.2.21) 
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式 (5.2.20) 可 以 重 写 为 


2.44 


回 到 坐标 空间 ,可 得 


Iruo) = [ Sem 区 iugi) (x) 


(2)^ 
+a2(y, 0) [ou e a 2 -— (5.2.23) 
其 中 , 对 于 标量 场 有 
ao(y, 0) — 1, 
ai(y,0)=— (s 一 >) R+ (s E 5) Ray? — jaapy®y, (5.2.24) 


2 
1/1 1 
a2(y,0)=3 (s = £) R? + 3*5 
1 2 


1 1 1 1 1 | 
Ex Cu aByo | ^ pag iu = LOR bul Ms R?. 
180 eee R 180 Pas tg (s 5) *3 (s 5) 


在 对 ko 积分 时 , 需 用 m? — ie 取代 mm2， 以 得 到 费 曼 传播 子 , 即 这 一 代 换 等 效 于 取 
编 时 积 的 真空 期 待 值 。 利 用 


oo 
E = 一 " -i f dseis(k?—m? tie) | ([s] E D". (5.2.25) 
— m? + ie 0 


有 
exp [is( — m? + ie) — iky] 
JE E (k - Ly img d x 
E yy Th (-in?s * xz) (5.2.26) 
其 中 | 
c= 3Y Yao 
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于 是 , 有 
ð DN 
Gr (y,0)= L + a1(y, 0) (x) + a2(y,0) (zz) T | 


; = : 1 EU oO 
«cn f ds CP üsy exp ( im^s + =) 


=] œ ids "Zu 
j (4x)^/2 | (is)n/2 exp (-im?s 十 =) F(z, 2';is), (5.2.27) 
o (is . 
其 中 
F(a, x';is) = ao + a(z, x)is + az (zx, 7')(is)? +---o (5.2.28) 


利用 式 (5.2.4) 并 变 回 到 一 般 的 坐标 系 中 , 得 到 费 曼 格林 函数 的 德 维特 - 施 温 格 
展开 , BH 


GPS (x,2') | 
-a h prte (tg) Perin 82 
其 中 
A(z, 2’) = —[-g(z)] "det [8,0,o(z, ")] [-g(z")]-/? (5.2.31) 


是 范 弗 莱克 (Van Vleck) 行列 式 , 在 a^ 的 黎 曼 法 坐标 系 中 , Alz, r) = [-g(y)] 1/2. 
从 式 (5.2.30) 的 导出 , 我 们 看 到 s 仅 是 一 个 积分 变量 , 它 没有 直接 的 物理 意义 。 但 
是 (Ds 具有 与 o 一 样 的 量 纲 , 即 L; @ 在 坐标 变换 下 s 是 不 变 的, 因此 ，s 可 解 
释 为 “固有 时 ”的 平方 ,上 面 的 小 距离 展开 式 (5.2.30) 称 为 德 维特 - 施 温 格 固有 时 
展开 。 
作 变 量 代 换 [38] 
—2im?s 


z? = 2m?o, tao (5.2.32) 


(注意 : m? 需 用 m — ie 代 换 ， 并 在 计算 的 最 后 取 e 0, 这 一 代 换 意味 着 z 的 虚 
部 是 一 个 小 于 零 的 小 量 。) 则 GPS (SX, (5.2.29)) 中 的 积分 部 分 可 以 写 为 89] 


1-2 0° 一 ioo —2 
(-z55) : f duu™ ? exp É (« 一 3] = —ix (-z5) à HY (2), 
(5.2.33) 
其 中 , HD, Æ (7 — 1) 阶 第 二 类 汉 克 尔 (Hankel) 函数 。 所 以 费 曼 格林 函数 的 德 
维特 - 施 温 格 固有 时 展开 还 可 以 写成 
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indt? (x, x) e ð WV 
GPs ELE ( ) 
j=0 


(Axi)^/? Om? 
2m? (n—2)/4 _ 
[G3 m un [((2m?c)!?] à (5.2.34) 
其 中 ， aj 可 由 如 下 递 推 公式 从 j—1 导出 ， 即 
o"a,;., + ja; = D"? (D) — £R)(DV?a; ), (5.2.35) 
D(a, z') = -det| — 0,0,0(2, 2')], (5.2.36) 


特别 地 , 当 n= 4 时 ， H as = HP (2m?0)!/2, 4 > = 0 时 , 有 


T " 
HO (2) 一 = i h d -ü 27) = In 4 ; + O(z3) oo, (5.2.37) 
其 中 , y= dim. (1 十 ; 4 ; Pisce > - mn) c 0.577 是 欧 拉 常数 ，O(z3) 代表 2° 
量 级 或 更 高 量 级 的 小 量 。 此 时 ，oo 项 变 为 
nie 
GE" (z,2) = 1e; Qm?a) Hy” [(2m20)!7?], (5.2.38) 
比较 费 曼 传播 子 的 高 斯 近似 fo| 


A}/2 " 1 1/2 
Grz, x) = cu (z), dcs fz G + (s 一 >) r| o} (5.2.39) 


可 知 , 当 R=0 或 5 = = 时 ， 德 维特 - 施 温 格 展开 的 ao 项 就 是 高 斯 近似 


5.3” 单 疾 有 效 作用 量 
在 这 一 节 中 ， 我 们 利用 Gr(z,y) 的 德 维特 - 施 温 格 展开 来 讨论 单 圈 有 效 作 用 
量 。 由 式 (5.1.29) 知 
Gr = —-K = -i NT 8, 5.9. 
M le i d (5.3.1) 
所 以 有 | 
Gp(z,z') = (z|Gp|z') = -i f (z|e A *|z^) ds, (5.3.2) 
0 


BT. 


5.3” 单 图 有 效 作用 量 


结合 G25(z,z')( 式 (5.2.30)), 得 
(z|e |a y= IIT A exp (-im?s B =) F(z,2';is). (5.3.3) 
应 用 余弦 和 正弦 积分 函数 
cost cost = 1 
Ci(x) 三 一 dt = y+lnz + — dt, 
L5 a I i (5.3.4) 
si(z) = -f $n, = -3 + Zat = -5 + Si(z) 
可 以 得 到 
oo .—iKs 


oo e iks Í e 
dé = —d(Ks) 
/ ka Ks 


{Ci(K A) — isi( A)] = —Ei( iK A) 

A "E E 

= —y — In (i? K) — ln(x? A) — iz " f ets Sn las (5.3.5) 
0 


如 果 A 充分 小 ,以 至 于 最 后 一 项 可 以 被 忽略 ,于 是 有 
Ini — In(u?A)] — In(w-?K) 


(5.3.6) 


OO a 4—0 
一 | 二 过 三 
A S 


279 oo — In(u? K), 


发 散 项 是 与 度 规 无 关 的 常数 ,可 以 被 吸收 进 重 整 化 常数 , 所 以 有 
—w’Gr)e (5.3.7) 


S 


oc e-iKs 
f ds = —In(u^?K) = In( 
0 


可 以 证 明 a 
(x|In(—p?GPS)|2") = 一 i GPS (a, z')dm?. (5.3.8) 
证 明 : 利用 式 (5.3.7) 和 式 (5.3.3), 3X (5.3.8) 的 左边 可 写 为 
(x|In(—p?GR*)|a y= tal fo eiKss-1ds|z') 
-i ) t i aerem exp (—im?s + 2) F(x, 2';is) (5.3.9) 
得 到 。 


其 中 , 第 一 个 等 号 由 已 扔 掉 发 散 项 的 式 (5.3.7) 得 到 , 第 二 个 等 号 由 式 (5.3.3) 
另外 , X (5.3.8) 的 右边 可 写 为 
一 f GRS (x, z')dm? 

es oe dm? exp (- im*s + 77) F(a, is), (5.3.10) 


427 (x, Ard 
(Ax) ^ (Amwm/2 (is) (is)^/2 
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并 且 
des og ee as im? 1 ae 
T e i" sdm? = ag S <e m s - e 100(s—ie) | (5.3.11) 
m2 —is m2 is —i(s — ie) 
可 见 , 当 s 延 拓 到 下 半 复 平面 , 两 边 相 等 。 证 毕 
由 式 (5.1.19) 知 


r= —5Tr[In(- Gr) i= = AES ZV 一 ) jim i GPS (a, z')dm?, (5.3.12) 


r=5if dm? | d"*z4/—g(x)GP? (x, 2). (5.3.13) 


这 是 对 有 效 作用 量 的 单 圈 贡献 , 或 者 称 T 为 单 图 有 效 作用 量 。 
根据 定义 ， 有 效 拉 格 朗 日 量 Log 通过 式 (5.3.14) 与 AKA, BD 


r= | atv —g(x)d" x (5.3.14) 
比较 式 (5.3.12) FISK (5.3.14) 知 , 4 维 有 效 拉 氏 量 为 
alz)=5 jim, 人 dm?GD? (x, x) 


i T >| .A3(z,z') /~ ids 
=5 im, m 


exp (-im?s E Z) F(x, z’; | 
2is i 


5 li m2 i (4mr)"/2 Jo (is)"/? 
1 A2(x,2') f? ids ; c 

== lim (- im? TJF i 
ene (4n)? f (is)3 eee 2is PU ne 


. A3 (a, 2’) œ% jds 
- Im, apo f (is) +"72 exp (- ims A 
x [ao + a1 (x, 2’ )is + az(z， z')(is)? + -- e (5.9.15) 
注意 : 积分 之 后 , 仍 保留 指数 因子 exp (—im?s + x.) 42-2',0—-0, -i(m? — 
ie)s = —im?s — es, FH s 一 oo Bf, exp[-im?s — es] 一 0， 所 以 对 积分 上 限 ， 当 
r— zo 一 0 时, Ze 是 收敛 的 。 在 4 维 时 , 积分 的 前 三 项 在 s — 0 时 分 别 是 潜 
在 的 平方 发 散 项 、 线 性 发 散 项 和 对 数 发 散 项 。 我 们 用 -iv 记 这 三 项 , BH 
ed ke c 
aiv 三 一 jim, i ji = exp (- im?s + =) 


[ao + a1(z, 2’ )is + a2(zx, z^)(is)?] o (5.3.16) 


在 z 一 zx' 的 极限 下 , 对 于 标量 场 oo a1. a2 由 式 (5.2.24) 给 出 ,as 包含 46 M, 有 
关内 容 可 见 文献 [41]~[43]。 
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值得 注意 的 是 以 下 3 点 。 

(1) Ziv 虽然 来 自 量子 物质 场 , 但 是 它 由 局 部 张 量 Rag 及 其 缩 并 构建 , 是 一 
个 纯 几 何 量 , 所 以 我 们 最 好 把 它 视 为 对 引力 场 而 不 是 量子 物质 场 的 贡献 。 深层 的 物 
理 含义 可 能 是 : 在 单 圈 近 似 下 ， 量子 物质 场 的 真空 涨 落 可 能 改变 引力 场 或 时 空 背景 
几何 。 

(2) 对 于 某 一 确定 的 量子 物质 场 ,， iv 与 物质 场 的 量子 态 毫 无 关系 。 

(3) Hiv 与 Za 分 别 是 协 变 的 。 


第 6 章 正规 化 与 重 整 化 


6.1 RUER 


在 第 5 章 中 , 我 们 已 经 把 sa 的 发 散 部 分 与 它 的 收敛 部 分 协 变 地 分 离开 , 现 
在 引进 补偿 项 以 抵消 发 散 部 分 。 

在 本 节 中 , 我 们 引进 维 数 正 规 化 方法 ,其 步骤 是 : 

(1) 把 时 空 的 维 数 从 物理 的 4 维 解析 延 拓 到 非 物理 的 n Z4 HE; 

(2) 当 n 关 4 维 时 , 把 量子 物质 场 有 效 拉 氏 量 .和 的 发 散 部 分 iv 与 非 发 散 
部 分 Loon 协 变 分 离开 , HI 


Leff diy + teni (6. 1.1) 
(3) 把 “iv 与 引力 拉 氏 量 A HAS. 8I TESI V. BI 
Z, = 2 + we (6.1.2) 


在 引力 拉 氏 量 中 引进 裸 的 引力 耦合 常数 Ap. Gp. ap. bg 用 以 吸收 Ai MMe 
到 物理 测量 的 引力 耦合 常数 A G. at b; 


DA 2 8 35 das) 
a e g ren} — 4 € 
ces. uat 0, (6.1.3) 
得 到 半 经 典 引 力 场 方 程 ; 
(5) 在 计算 的 最 后 取 4 维 极 限 。 
这 就 是 所 谓 的 维 数 正规 化 ,或 维 数 重 整 化 。 注 意 , 正规 化 意味 着 把 Lav 协 变 


地 与 Lion 分 离开 来 ; 重 整 化 意味 着 引进 抵消 项 (补偿 项 ) 以 抵消 发 散 项 。 


第 5 章 ， were fr n HENRI, Doe 单 圈 近 似 的 渐 近 展开 为 
Len ~ lim 5 X = oF Dol z,z' Hi (is) 17 8 e-i(m^s- Fids, (5.3.15) 
其 中 


o(2,2') = 14a! a^ — a^ — a) 
8 0 
Br age) 
lim A(z, x’) = — lim [—g(x)]~1/? det[O.d,0(2, z")]|-g(z')]- ? 


1 
= guy (OHOL + KÔL) = ga 
9 9u (ô; æ F b ^ Jab; (6.1.4) 


= g7} det(gab) = 1, 


6.1 维 数 正规 化 人 


所 以 有 
Sage lag) NS f e» 1-$e-im^sigg 
2 = idis ^ 
1 a = T n ` 
= 54n)? 3 ip (j T =) (6.1.5) 


Ps 好 (的 eaux m). T(z) zi e tdt Æ r RAL 
0 


由 于 我 们 关心 的 是 4 维 时 空中 拉 氏 量 的 维 数 正规 化 和 维 数 重 整 化 ， 故 只 需 将 
n ie 4 的 一 个 邻 域内 , 并 要 求 So 的 量 纲 即使 在 n A 4 时 仍然 是 (长 度 )- 
, 为 此 , 必须 引进 一 个 任意 的 质量 标 度 量 y( 它 可 与 5.1 节 中 引入 的 u 相同 ， 
PUR 并 把 式 (6.1.5) 重 写成 


Sup 54m) (=) ul (j — z) e (6.1.6) 
f£ n 4(HOA o — 0) 时 , XX (6.1.6) 中 前 三 项 是 发 散 的 ， 因 为 


r(-5) "zm ao 70) *90- 9. 


r(-5)- zz (Fe -7) 00-9. (6.1.7) 
r(2- 2) 2 355-240 -4), 


EF, y 是 欧 拉 常 数 ，O(n — 4) 表示 n — 4 阶 和 高 于 n — 4 阶 的 小 量 。 把 前 3 项 结 
合 起 来 , 得 
4m^ag 2m?2a, 


Ziv —(Ax) ? {二 十 5 heme) x Ee 2) e , (6.1.8) 


n—4 
这 里 , 我 们 已 对 (=) 应 用 公式 oz =<142mad--, if 


en = -y = 1+5(n—4)In (5) + o(n — 4), (6.1.9) 
其 中 , o(n — 4) 表示 高 于 n — 4 的 高 阶 小 量 。 于 是 , 对 于 标量 场 有 
iy 


-(4 * sda) * (+ tiaa)? 
“tant cats pt QR) 


ES Bom 正规 化 与 重 整 化 


ate ras -3) t a jp YR 的 站 
1 (6.1.10) 
8-9 C arbo. 


(4x)? (n — 2) 


AX (6.1.8) 和 式 (6.1.10) 可 以 明白 , 引进 一 个 任意 质量 量 纲 的 量 /之 目的 是 使 对 
数 号 中 的 量 无 量 纲 。 如果 定义 
Ap A 1 1 


其 中 


- 8unGp  8nG' F 16rGB 16nxG d 
或 
4B Gp 
A= A ] 二 一 一 一 一 一 一 ， lL 
sac ( i ce) C= Ty nGa med 
则 有 
2 A 1 a»(r) 1 1 m 
"e 8G T 1óxG ^ (Ax)"/2 E —4 *3 2 h emm) 
1 16rCa2(Z) 1 | m? 
= 一 -一 2A ] 
16nG (n (4n)"/2 f- 一 4 *3 2 E dto: (5 
a e (R-2A+aR? + BR" Ry - eR"? RA, +OOR), (6.1.13) 
其 中 
4 E ) 8nG l Dod | £i (zy 1 
二 一 【= 一 x -= Iy +h | 一 ~ à 
i n n—4 2 p? n-—4 (6.1.14) 
Ee qu Selle OMS 
2 d(8nGS,) 2 = ( i r) 
一 一 -一 一 一 一 8nG | v 一 Gh d 
V-g ög” -gôg 
1 (2 
= Hy, — 59 R+ Agu + o(?H,,, + POOH, + EHu, (6.1.15) 
其 中 
(OW - 1 0 (= )? R?d” x 
ne (Lg age» J 9 
—2R.u» — 29u OR — 59, P? +2RRy, (6.1.16) 
1 0 


2H [cay PR gi 


o 1 Q 
= Riva 一 口 Ruv — z9wOR  2R; Rav 一 


Cg)? age 


1 i 
5 Iu R^ Rag, (6.1.17) 
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1 0 


(-9)!/2 gt” 


E 


1 a 
as 5 Inv RP Ross T 2 FR B, ity ER. 40 Ry 
Ron dR Re + ARP Rags (6.1.18) 


(1) 从 高 斯 定理 
上 yr j. Rigdon} (6.1.19) 
OD 


可 知 , 变 分 导数 Tf /-sonans EF: 


2) 4n — 4 时， 从 推广 的 高 斯 - 博 内 (Bonnet) 定理 (也 称 为 高 斯 - 博 内 - 陈 定 
理 ， E 知 


Y= zi / d*2./—g(RopysR°PY + R? — AR,g R9) (6.1.20) 
是 一 个 拓扑 不 变量 ( 欧 拉 示 性 数 )， 它 对 度 规 的 变 分 是 零 , 这 导致 
Hy = — Hy 4- 40H,,. (6.1.21) 


将 式 (6.1.21) FLASK (6.1.15), 并 用 a 和 表示 重新 组 合 后 的 系数 。 在 w、6 和 = 
中 都 有 一 个 一 的 项 ,它们 在 n 一 4 时 是 发 散 的 。 为 去 掉 这 个 发 散 项 , 我 们 在 
原始 的 引力 拉 氏 量 中 引入 包含 更 高 阶 的 具有 裸 参 数 op 和 bs 的 项 , 通过 上 述 步骤 ， 
并 用 ap 和 bs 抵消 掉 a Alb 中 的 发 散 项 , 得 到 物理 的 看 合 常 数 a Ald. HT SK 
验 一 致 , a 与 5 应 该 很 小 。 当 as b HEM, 就 回 到 带 宇宙 常数 的 爱 因 斯 坦 理论 。 
于 是 , 我 们 看 到 , 弯曲 时 空 量子 场 论 指 出 , 最 一 般 的 引力 理论 可 以 包含 度 规 张 


页 
量 的 更 高 阶 导 数 项 ， 即 y ae 


Sige 79 (6.1.22) 


或 


1 P Jo). 
Rw — 59w R + Agu + aUH,, + b?H,, = —8nG out (0T uv Din , (6.1.23) 
2 out (0|0)in di 
这 里 
= [3/-gd zx, + Ben) 
L, = (16nG) ! (R — 2A + aR? + bR" R,,,) 


i (6.1.24) 
2 ou oT, v 0 in ? 
e /gL ed" x 一 (eee | = 人 


out (0|0) in 
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现在 , 我 们 来 证 明 
9? 


1 is i 
Leen = “saa | Inti) Fis) F(a, 23 i ids。 (5.1.25) 


证 明 : 由 式 (5.3.15) 知 


1 eo a 
Lin ef 2 aii Te *ids, (6.1.26) 


做 3 次 分 部 积分 , 可 得 


Ln xu 人 ort [as (i5)? + aa (15)* + --- Je” °d(is) 
= os (-309^ [as(is)? + aa (1s)4 ee í 
eg [69 gs [esi nem] ai] 
- ina [- 69" [eot oem] 
+ [GS as [sti oem] ain] 
1 9? uL 
apa Us nan Dus e ceu 0 
-— n Ins) go [(a3 (is)? + --- )e-i™ *]d(is), (6.1.27) 
最 后 的 积分 等 于 
— n 7 Ins) os [Fe is)e -im | d(is) 
tes a Ins) so { [ao + ay (is)! + a2(is)?] id d(is). (6.1.28) 


YER: m? 实际 上 是 m? — ie. 那么 三 个 边界 项 为 零 。 式 (6.1.28) 第 二 个 积分 是 有 限 
的 , 它 与 Lay 对 al = 0,12) 的 依赖 关系 是 一 致 的 , 若 将 之 吸收 进 Yai, 仅仅 是 
对 ALG. a. b 等 做 有 限 的 重 整 。 重 整 化 的 有 效 拉 氏 量 无 法 在 这 种 有 限 重 整 项 上 给 
出 确切 的 方案 , 故 可 通过 把 它 吸收 到 vus 中 而 扔 掉 。 于 是 , 证 明 完 成 。 


6.2. C 函数 正规 化 
假定 m) 是 希 尔 伯 特 空间 上 算 子 


K = -Gp (6.2.1) 


6.2 C 函数 正规 化 ME 


的 本 征 态 天 ， 即 


Km) Am), 


K"|m) = A% Im). (6.2.2) 
从 
> |m)(m| = 
容易 证 明 


| 


m 


(K = (-Gg)" = M Ax |m) (ml. (6.2.3) 


现在 让 我 们 回顾 一 下 < 函数 通常 的 定义 。 人 们 把 它 定义 为 


Cip = 一 一 ， (6.2.4) 


其 中 , m 是 自然 数 , v 是 复数 。 黎 曼 证 明 , 除去 位 于 v = 1 的 一 个 一 级 极点 外 , C(v) 
可 以 被 解析 延 拓 到 整个 复 v 平面 上 , 特别 地 ， 


¢(0) = 5, ¢(1)=œ, (2n) = 0。 (6.2.5) 
推广 的 5 RNEXXA 
1 
C(v,a) = 2. cam C(v) = C(v, 1). (6.2.6) 


现在 我 们 进一步 推广 5 函数 。 在 z 空间， 从 
(Gy = | Vga Y azt (elm) (mla) = NM (6.2.7) 
定义 广义 5 函数 
(v) = Tr(-Gp)" = 3 X", (6.2.8) 
其 中 , 在 式 (6.2.7) 中 用 到 完备 性 条 件 
J Vs = 1。 


XX (6.2.8) 中 的 m 是 本 征 态 的 标记 ， 它 不 必 像 通常 的 《 函数 和 推广 的 “ 函数 那样 
是 一 个 整数 。 
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有 效 作用 量 式 (5.1.19) 可 以 改写 成 
r= -Ži lim T (j^ Gp", (6.2.9) 
因为 =f =f" inf. 因此 
V 
I -Zi lim i" Tr (In jP)(- Gg)" + (—Gr)” In(-Gr)] 


= lim [- gu" GORKO /j 


2 一 0 
-5i [č 0) +0) m?) (6.2.10) 
式 (6.2.10) 是 有 效 作 用 量 的 广义 5 函数 表示 。 
4v=-0N, RR NS “没有 意义 ,但 黎 曼 已 经 证 明 ， 可 以 把 > 从 收敛 域 


m=1 
Re(v) > 1 解析 延 拓 到 v = 0， 得 到 一 个 明确 的 值 c(0) = - 根据 定义 , CRE 
C(O) 的 值 。 对 于 广义 C 函 数 C(0) 和 C’(0) 的 定义 这 也 是 相同 的 , 我 们 将 看 到 ， 正 是 
靠 这 样 的 数学 技巧 , 人 们 可 以 自动 地 抵消 单 圈 发 散 并 实现 正规 化 和 重 整 化 , 这 就 是 
所 谓 的 “ 函数 正规 化 。 现在, 让 我 们 开始 寻求 5(0) 和 C(0) 的 D-S 固有 时 展开 。 
首先 , 我们 注意 


| intenta) = K™T (v), (6.2.11) 
CE T 函数 的 积分 表示 ， 从 
(Gr)? = K^" -(r(v))! | ieksa (6.2.12) 
可 知 
(v) = Tr(-Gr)” = yt f vss T4 is)’ (x|e-!*|z)ids. 
(6.2.13) 


我 们 回忆 如 下 的 展开 ( 式 (5.3.3)) 


(z|e iK *|z^) = i(is) ?(4n)- 2 A? (x, z^) exp (-im?s + =| F(x, 2"; is), 
E 


Ñ 


Civ) = Gaa IRE r)d x i is) go im" °F (a, 2;is)ids. (6.2.14) 


6.8. 点 分 离 正 规 化 ( 协 变 测 地 点 分 离 ) - 77- 


如 果 Re(v) > 2, 注意 m? 实际 上 是 m? - ic， 则 边界 项 为 零 , 在 三 次 分 部 积分 后 ， 
得 到 
EN 


(4x)?I'(v + 1)(v — 1)(v — 2) 


a im? ` 
JEE r)d^z fi is) poe eee ‘lids, (6.2.15) 


C(v) = 


这 里 已 经 用 了 
vI'(v)=T(v+1)e 
因此 ， 
¢(0) = Te | v —g(z)d*z [ag — m?a, (x) + et o (6.2.16) 


上 面 的 结果 表明 , 有 效 作 用 量 r PH C(0) np? 只 贡献 一 个 有 限 的 常数 , 它 不 会 影 
响 场 方程 , 可 以 被 忽略 。 微 分 上 面 的 Co) 的 展开 式 (6.2.15)， 可 得 


TO= aos (073 /vas [Sint - masla) + an) 
-5 | V-ra" of” In(is) us [Fee 5iae | ids} (6.2.17) 


此 处 用 了 
_ TI"(v 4 1) 
TOUS de Pl) x itr =) 
和 (sy = (is)”lIn(is)。 第 一 项 是 一 个 常数 , 如 前 , 可 以 忽略 , 仅 保 留 第 二 项 ,可 
得 
1 d : 9? haz im?s 
en = | lis) es DOE ;is)e ^ | ids. 


这 与 维 数 重 正 化 的 结果 式 (6.1.25) 一 致 。 


6.3 ”点 分 离 正规 化 ( 协 变 测 地 点 分 离 ) 


在 5.3 WEA, 4 维 单 圈 有 效 拉 氏 量 由 
AV?(z,a') [© ids : c A 
Ar jim, EC f mu exp (-im?s 十 =) Fiz; 238) (6.3.1) 
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给 出 ， 其 发 散 部 分 为 


412(z,z') [ ids o 
ied li ) (- : 2, ) | r. / 
La jim, =o | (is exp | —im*s 十 is ao(Z;,Z ) 


Fai (x, z')(is) + a2(z, 2’ )Gs)?|， (6.3.2) 
i 5.2 节 , 作 变 量 代 换 


2? = Imo, ie amen (5.2.32) 
则 有 效 拉 氏 量 的 发 散 部 分 可 写 为 
Aig = - lim RR a n: [(2m o)'/?] 
X d I jut? [(2m26)!/?] 


+a9(z, z^) HU? K (2m3a d \ (6.3.3) 


其 中 , HO 是 v 阶 第 二 类 汉 克 尔 函数 。 把 汉 克 尔 函数 作为 o 的 级 数 在 o = 0 展 
EH, gu 


HO) [(2m?o)"/?] 
zu (2m He iY, [(2m?a)!?] 


DE ed mo V* 
a 2, i R3 


eis (si) D) ev e 


i gi (—m?o/2)* i 
+2 (= v ) ee Wh (6.3.4) 


将 式 (6.3.4) 代入 iv 的 表达 式 , 保留 在 o — 0 时 的 非 零 项 , 略 去 虚 部 的 项 , 可 得 
如 下 结果 : 
AV? (a, 2’) 

8x? 


2 1 1 I... 3 
x aos. 一 一 3m0 = m C + 2 In p 十 a 
aM dus. d 
+a, (zx, 2’) "gi ia ym y fs wee 5 In|; m?oa| | 一 Em 


Aa. lim 
r-—zr! 


1 1 
— 5 a2(x, a") h + ^ In smal } ° (6.3.5) 


6.3 点 分 离 正 规 化 ( 协 变 测 地 点 分 离 ) .79 . 


对 于 一 般 的 场 , 并 把 ao. a1 和 a» RA, IAPS 


(3 Ags 
ES 2 x: [Cam + Ca 及 + Ci (s) Rag | 


8n? oc? g 
+ [Cs(5)m* + Co(3)m?R + Cz (S) RB Rigu 

E. 
+Cg(8)R* Rye + Cy (s)? Cio(S)OR| t +5In E) 


a^g* 


+ [en )m* 十 C12(5 )m? R + Cis(s )m? Re 


xdi — a^a*g 
十 C14(5) (agat T 360^ AE Rorri F a; Pe S a 
E p pT 
*Cis(s) (- jp oo i jj^ Foxre- zig P) 
TK Oo of 
+C\6(s)R? X Bor«t 十 C17(5 JR: | } : (6.3.6) 


其 中 , 常数 Cn 是 自 旋 5 的 函数 ， 


g^ =o, g-—0407,. 


2 
点 分 离 方法 的 主要 优点 之 一 是 : 不 像 维 数 正规 化 那样 ， 即 不 需要 知道 比 4 维 
更 高 的 模 函 数 。 然而, 此 优点 也 是 造成 上 面 方程 中 的 iv 形式 复杂 的 原因 。 
4 


ot = et^, (6.3.7) 
EP, e 是 z ct 间 测 地 线 的 长 度 ( 非 类 光 测 地 线 图 6.1). 那么 
tt, =41= 2, (6.3.8) 
所 以 在 此 参数 化 中 有 
c= se, (6.3.9) 
"DIL, Zoi 中 主要 的 发 散 项 是 t 阶 的 ,而 且 一 般 来 说 存在 方向 依赖 的 项 ,如 
Rav Rost te (6.3.10) 


这 样 的 项 不 能 用 重 整 化 方式 吸收 掉 , AWRA RR GO BTE 75 FS, 
即 


1 
(c^ a") uy = 379" 
6.3.11 
1 
(c^ o" 0^0") ggg = ca? (gh gM + gg + ghd gr), 
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采用 这 种 平均 后 ， 可 把 正规 化 参数 从 4 of 约 化 到 1 个 o HE Z = 
Ly + Zu, 中 得 到 用 R, R, Ra R98. Raga RO 等 不 依赖 于 方向 的 项 组 成 的 表 
jk. 利用 推广 的 高 斯 - 博 内 定理 ， 它 们 可 以 被 吸收 到 耦合 常数 A G a b PE. 
于 是 , 我 们 能 够 得 到 与 以 前 完全 相同 的 . 宛 ， 所 以 点 分 离 法 和 维 数 正规 化 方法 是 相 
同 的 。 


图 6.1 非 类 光 测 地 线 


小 结 : 真空 物质 场 的 单 圈 涨 落 有 效 拉 格 朗 日 量 (或 作用 量 ) 的 正规 化 与 重 整 化 
是 以 费 曼 格林 函数 的 小 距离 (高 频 ) 展开 GP? (a, x^) 为 基础 的 。 R 6.1 给 出 三 种 正 
规 化 方案 的 比较 。 


表 6.1 三 种 正规 化 方案 的 比较 


维 数 正规 化 C 函数 正规 化 点 分 离 正 规 化 
r-—z',ny$4 g=2',n=4 rXz,n-4 
正规 化 参数 n Cw) 的 v c^ — et" We 
当 n 一 4, 协 变 分 离 y s 24e 一 0, 协 变 分 离 
L =f Yl1-loop x L, = loop 
正规 化 r= lim { - zu p 
= (Lg + div) + Lren “= a 2z = (Lo F aiv) T ren 
= $+ Len x [C (v) + Ing Cw] = Z, + Len 


i Tus Gip: 消 项 或 
— 引进 抵消 项 或 进 抵消 项 
重 整 化 常数 重 整 化 常数 
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在 这 一 章 中 , 我 们 将 集中 研究 物质 场 重 整 化 能 动 张 量 的 计算 问题 。 我们 拟 从 平 
能 动 张 量 计算 问题 的 讨论 。 


7.1 卡 西 米尔 效应 


我 们 希望 讨论 时 空 几何 及 其 边界 对 能 动 张 量 的 影响 。 然而 , 即使 时 空 本 身 是 平 
直 的 且 无 边界 , 物质 边界 的 存在 仍然 可 能 对 量子 理论 给 出 限制 , 这 提供 了 在 实验 室 
里 检测 弯曲 时 空 量子 场 论 中 某 些 几何 效应 的 上 佳 机 会 。 


7.1.1 一 种 简单 情况 
假定 在 无 边界 的 4 维 闵可夫 斯 基 时 空中 ， 有 一 张 无 限 大 平面 位 于 zx? = 0 处 ， 
无 质量 标量 场 在 r? = 0 处 满足 狄 利克 雷 (Dirichlet) 边界 条 件 ， 即 
$(7)|s3-0 = 9, (7.1.1) 


考虑 到 场 在 边界 处 的 反射 ， 无 边界 情况 的 模 函 数 


up(t, a) ~ elk 一 it (7.1.2) 
将 变 为 有 边界 情况 的 模 函 数 
uk(t £) ~ sin(|ks |z3)eiFi tika? —iwt , (7.1.3) 
这 时 , 阿达 玛 基本 函数 
D (2,2!) =- = zalt- t) - (e - at] ^ 


= (01(6(z), $(2") 0) = D (a, 2’) + D (a, 2’) (7.1.4) 
被 如 下 形式 的 格林 函数 取代 ， 


4 E.. > 
Ds 人 7 一 51 


1 
| (7.1.5) 
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式 (7.1.6) 可 用 镜像 法 和 满足 边界 条 件 

De (asa ace atus =U (7.1.7) 
的 要 求 得 到 。 式 (7.1.5) 的 第 一 项 恰 为 无 边界 闵 
可 夫 斯 基 时 空中 的 格林 函数 , 当 z 一 x' NER 
二 次 发 散 的 。 对 其 微分 得 到 能 动 张 量 的 表达 式 
(0|T,,|0) ee i 边界 效应 可 


以 从 DO (a, a) RE D(x, a^) 算出 。 
注意 到 
1 
图 7.1 无 限 大 静止 平面 边界 Tug es da 6.8 — lagi" bX ss (7.1.8) 
1 3 
Tu = 3 ise)? 09 ioi], (7.1.9) 
及 
D) (a, x") = (0|(ó(x), ó(a^) 0), (7.1.10) 
记 D. o, 我 们 有 
Oz" 


1 T 
(0[T4J0) = z lim. (Ov + 698,95) DU (x, a^) 


= 5 m lim (0|0.0(2)0r d(x ') + 64 8;6(x)0;ó(a") + vrolz) dola) 
+54 6(a')2 5 d(x) |0) 


1 , 7 » 

T : 5 DEL 27 $3.,,* 9/ 

x ]im > (uk tuk t + Up Ure: +4 O;UKO; UR + 07 diuk; Uk) 
k 


x we, (7.1.11) 
k 
所 以 , 能 动 张 量 中 的 边界 效应 就 是 
(0/71,|0) p = ; lim (0.0 + 540; 05) È DY (a, g) =x DO (s, 2')| 


1 ; / a Jé 
=~ gop lim (Bede +0,01 + BOs + Os) - 
1 
(zl! — 2/1)? + (x2 — 22)? + (z3 + x)? — (t — t'? 


71 卡 西 米 尔 效 应 -83 ， 


1 i (z? EA gny _ [62 M git m 4 (x? "m x?) ob (t m t)? 
=- lin 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
n? z'—2 [(z! — z1)? + (x2 — 2/2)2 + (23 + 2/3)? — (t — t2]? 

1 1 


~~ T6n? (7 < Oc (7.1.12) 
类 似 地 有 
07Tal0)B = (0|T22|0)B = EA 
(0|733|0)B = (O|Ti;|0)B = (0[T4]0)8 —0 — (ij). (7.1.13) 


下 面 对 式 (7.1.12) 进行 讨论 。 

(1) 正如 所 预期 的 , 当 23 — oo 时 , (Tajes — 0. 即 此 时 边界 效应 可 以 忽略 。 

(2) (Tu)p« 0。 此 结果 破坏 了 弱 能 量 条 件 (weak energy condition, WEC). 在 经 
BLY SORT VE. 弱 能 量 条 件 要 求 对 任何 非 类 空 矢量 vw, 有 OT, vv’ > 0, 而 破坏 
办 能 量 条 件 的 物质 常 被 称 为 奇异 物质 。 于 是 , 我 们 看 到 , 边界 条 件 可 以 从 真空 中 产 
生 等 效 的 奇异 物质 。 

(3) 42° — 07 时 , (T4) > oo. 这 就 是 说 , 虽然 重 整 化 能 消除 边界 之 外 的 每 一 
点 的 发 散 , 但 是 在 边界 上 仍 保有 (2) -* 量 级 的 发 散 。 式 (7.1.12) 对 za 方向 积分 即 
可 得 单位 边界 面积 上 的 真空 能 量 。 很 显然 , 即使 我 们 已 经 减 去 了 无 边界 闵可夫 斯 基 
时 空 的 无 穷 大 真空 能 面 密度 , 单位 面积 上 的 真空 能 依然 是 发 散 的 。 

事实 上 , 只 要 狄 利克 雷 边界 条 件 成 立 , 此 种 类 型 的 发 散 对 于 任意 的 弯曲 边界 均 
存在 。 现在, 让 我 们 一 般 性 地 研究 (0|T,,|0)s 的 发 散 性 。 设 在 r3 = 0 处 有 一 个 平面 
边界 , 考虑 对 称 性 , SK (0/7,,]0)g 只 能 由 nuu 和 nn 构成 , 这 里 ng = nun", n^ 
是 此 边界 的 单位 法 矢量 , MAKE (0|T,,|0)g 只 能 是 zs 的 函数 ,因此 有 


(0|T""|0) p = f (zx?)n^" + g(z3)n^n". (7.1.14) 
利用 平 直 空间 中 的 协 变 守恒 条 件 
9, (0|T""|0)g = 0, (7.1.15) 
有 
fu n^" F gu tu" = 0, (7.1.16) 
EJF n 可 得 
f'-g-0, (7.1.17) 
所 以 


f(z?) = g(z?) +a, (7.1.18) 
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其 中 , a 是 一 个 常数 。 式 (7.1.14) 可 写成 
(O|T#”|0)3 = g(x?)(n"" + n^n") + ant”. (7.1.19) 
其 迹 为 
(0|T%,|0)B = 3g(z?) + 4a. (7.1.20) 
假如 能 动 张 量 是 无 迹 的 ,从 式 (7.1.20) 可 得 
g(z3) = -so。 (7.1.21) 


对 于 平 直 时 空 ， 远 离 边界 处 的 重 整 化 真空 能 动 张 量 应 该 是 零 ， 所 以 a = 0. RM 
味 着 , 在 无 迹 情况 下 , 重 整 化 的 真空 能 动 张 量 等 于 零 D。 此 结果 对 于 电磁 场 和 外 尔 
(Weyl) 场 都 是 对 的 , 但 对 于 Tv 如 式 (7.1.8) 所 示 的 无 质量 标量 场 则 不 然 。 对 于 平 
直 时 空中 的 共 形 不 变 标 量 场 , 改进 过 的 新 Tv 不 同 于 式 (7.1.8)， 而 是 由 下 式 给 出 ， 
即 


2 1 - 1 9i 
Tu, = 399v ~ gun “gcgp 一 309v 十 [amv ee, (7.1.22) 
它 显然 满足 
2 2 1 1 
qus Ti. cma cte dia a = Ga 7.1.23 
u 3? Pp — 39" Pog Pu 二 ( ) 


因而 对 于 共 形 不 变 标量 场 ，(0|T,|0)s 在 平面 边界 附近 也 等 于 堆 。 
然而 ,如 果 边 界 是 弯曲 的 , 平面 边界 的 特殊 对 称 性 被 破坏 ，(0|7,,,|0)s 的 行为 
将 是 怎样 的 呢 ? 对 于 共 形 不 变 场 , 可 以 证 明 在 任意 弯曲 边界 的 邻近 处 均 有 (6. 7 


(0|Tiy|0)B ox € ?x,, + O(e™), (7.1.24) 


其 中 , c 是 离 边界 的 距离 , xxv 是 边界 的 第 二 基本 形式 。 这 就 意味 着 ,只 要 平面 边界 
的 特殊 对 称 性 被 破坏 ，(0lTxv|0)B 在 边界 处 就 将 发 散 , GY 是 否 等 于 零 无 关 。 由 
于 在 实验 室 中 不 可 能 做 出 绝对 的 平面 边界 , 任何 边界 都 带 有 一 定 的 曲率 , 这 一 结果 
似乎 意味 着 , 在 实验 中 很 容易 发 现 这 种 发 散 效 应 , 然而 事实 并 非 如 此 。 这 主要 是 因 
Aly 我 们 在 计算 中 用 的 是 理想 的 狄 利克 雷 边界 条 件 , 而 实验 中 , 物质 边界 不 可 能 实 
现 这 种 理想 的 狄 利克 雷 边界 条 件 , 对 于 真实 的 物质 边界 , 其 高 频 模 会 透射 进入 物质 
内 部 ， 从 而 对 量子 场 提供 一 个 紫外 截断 , 阻止 了 发 散 的 出 现 。 尽管 如 此 , 这 种 边界 
效应 仍 是 物理 的 , 即 在 边界 附近 , 量子 场 的 重 整 化 能 动 张 量 有 较 明显 的 增加 , 它们 
有 可 能 在 实验 中 得 到 证 实 (*61。 

QD 这 是 假定 不 出 现 量子 反常 情况 下 得 到 的 结果 。 所 谓 量子 反常 是 指 , 在 经 典 框架 下 具有 一 定 的 对 称 性 ， 
量子 化 后 相应 的 重 整 化 量 不 具有 这 种 对 称 性 了 。 有 关 量 子 反常 (特别 是 共 形 反常 ) 的 进一步 介绍 见 7.2 节 。 


7.1 卡 西 米尔 效应 “85. 


7.1.2 ”两 个 无 穷 大 平行 反射 面 之 间 的 真空 能 量 

如 图 7.2 所 示 , 在 za = 0 和 zs = a 处 置 两 平行 的 无 穷 大 反射 面 。 此 时 , 只 有 
圆 频率 是 n/a 整数 倍 的 模 才 能 存在 于 两 个 平行 
板 之 间 。 这 相当 于 空间 在 x? 方向 有 一 个 周期 为 
2a 的 周期 性 条 件 。 在 此 空间 中 ，( zl,z2,z3) 和 
(tzlz2,2a — x3) 对 应 的 实际 是 同一 点 。 

对 于 共 形 不 变 标量 场 , 从 (TBiv = 0( 协 变 守 
IR). (T^)g = 0( 无 迹 ) 和 平面 对 称 性 可 得 


(T \ = A( Gat + nn’ i (7.1.25) 
图 7.2 ”两 个 无 穷 大 平行 反射 面 


对 于 两 个 无 穷 大 平行 反射 面 之 间 的 标量 场 , 阿 


T 之 间 的 真空 能 量 
达 玛 基本 函数 为 
Too 
DE ele >. ieu 
oo x 1 
= 24x? React m ES gy 4 (x? = gz E (x3 angle = 2an)? 3 (t = ey 
1 
Get = gy A (z7 = qe 十 (x3 平 r3 一 2an)? =. (t = 21 , (7.1.26) 


TE 2? = 0 8X r° = 0 DUR r3 = a EX r’? — a Ab, R (7.1.26) 为 零 。 仿 第 7.1.1 45, 


i. gi bo 1 1 
(0|T1,|0) p = 5 jim E = g” ^0,0, = 39: + 50") 


2n? (z! — a! )2 + (£2 — a!)2 + (x3 一 a!3)2 - (t - t'? 
1 1 


mPa eee) (£4 
这 里 ， 当 (t,2),27, 23) — (t,x, x, 0) 或 (t,c',2?, 23) — (t,x, 2, 2a — r°) 
NM. (0/Tu]0)p 的 无 穷 大 真空 能 量 发 散 ， 已 通过 两 个 减 除 项 而 消除 。 对 DY 中 的 第 
二 项 重新 定义 ”后 , 等 价 于 在 DY 中 简单 地 丢掉 n = 0 的 项 DÀ (s, x’), 以 消除 
真空 能 量 发 散 。 Fe, 有 
(0|Tze|0)B 


ET rr 1 1 
= gna jm Cox + 了 20 + 0505 + 0305) 一 zr 一 s (Or + 03 + 03) 
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si 
z G ~ x’)? + (z? — x’)? 十 (z3 + pa Jan)? — (t — ey } 
1 / 5 / í / 1 22 1 92 232 2 
= 8a) r’ lim Qi Op + 3 (191 + 0505 T 0305) - zat T> gà 十 05 十 03) 


X (An - Bn). (7.1.28) 
n#0 
由 于 
lim Tei = lim OA — lim OA. _ E m 
re Ot Ot " zz (O71)2 zr (Ox?) (2an)4' 
lim 9* An = lim E = lim PAS = ee 
zr Ot? z/—r Ox'Ox'!  z'ox0r?Oz" (2an)! 
0? A, 2 8 6 


lim — ~~ = j 
nn OTOT? (2an)^  (2an)* (2an)4 


6 
E = , 1.1.29) 
= ( )? (2an)* P (2am)4 (2an)! ( 


90? B, o P BS 2 


li 9" Bs = 全 人 
s DIE o (Ox y^ Pom (072)? (2x3 — 2an)4 
0? B, 0? B, 8? Bn 2 
lim ——- = lim —— = lim L———; 三 一 一 一 一 一 ， 
>r Ot? | z—zÜrlOz" rz 2 Ox*Oz'2 (2r? — 2an)4 
OB a B, 6 
ww EO LL es 
P aer (0x3)? zer Or3073 (2x3 — 2an)*' 


所 以 


c des d Fo Ea » x? 
i 2n? (2 & £n —— us n^  . 1440a^ 


(7.1.30) 


最 后 一 步 用 到 


1 It 
3r = 90° 


类 似 的 计算 可 得 到 能 动 张 量 的 其 他 分 量 , 其 结果 是 


2 


JU 
EAs = e 
(0|Tyv 10) 1440a4 


i (7.1.31) 


ooo 
c 
loo 
je 
wood 


7.4 FEXR . 87 . 


对 于 电磁 场 有 
1 0 0 0 
x 0-1 0 0 
se 7132 
0 0 0 3 


考虑 到 电磁 场 有 两 个 螺旋 度 , A (7.1.32) 的 系数 是 式 (7.1.31) 的 2 倍 。 注意 此 
处 度 规 号 差 为 -2, 所 以 上 述 结果 不 满足 弱 能 量 条 件 。 


单位 面积 的 电磁 场 能 量 是 
n? n? 
BE 或 一 79955 Pe (7.1.33) 
两 块 平 行 板 之 间 每 单位 面积 的 吸引 力 是 
OE n? 
E "iuge (7.1.34) 


最 初 对 卡 西 米尔 效应 的 测量 可 追溯 到 1957 年 (48, 49), 20 世纪 末 ， 拉 默 洛克 
斯 (Lamoreaux) 以 及 毛 希 丁 (Mohideen) 和 罗 伊 (Roy) 以 较 高 的 精度 测 出 了 这 个 
力 [50, 51], 


7.1.3 ”两 块 斜面 所 来 模 形 中 的 真空 能 
可 以 证 明 , 如 图 7.3 所 示 的 两 块 斜面 所 夹 模 形 中 的 真空 能 动 张 量 是 62, 40, 


i 


图 7.3 ”两 个 斜面 间 的 横 形 


对 标量 场 ， 有 
1 0 0 0 
全 7.1.35 
wee" 1440r4a2 (a? n? 0 0 3 0 |2 (7.1.38) 
0 0 0 -1 


对 电磁 场 , 有 
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1 0 0 0 
1 元 x? 0 -1 0 0 i 
(OUT cca = seas (3 +11) (5-1) "ae qe (7.1.36) 
0.3 @- =] 
AF, a 是 攀 形 的 夹 角 , r PRR REE A 
7.1.4 R! x S! 时 空 的 卡 西 米 尔 能 
图 7.4 是 一 个 2 维 圆柱 状 的 平 直 时 空 ， 其 度 规 是 
ds? = dt? — da’, (7.1.37) 
— L 时 空 在 zx 方向 有 工 的 周期 性 , 即 z 与 zc Ll 对 应 于 空间 


E LE 
对 任意 标量 场 


oit. m) > [aux (t, 2) 十 alu; (t, x)| ， (7.1.38) 


k 


tilts) = ein iet) — up(t,£ + L), (7.1.39) 
"nid le 
2x 2n 2an 
k = — = — = — =0 +l t2 eo (7.1.40 
kolm Dr” i 


图 7.4 R'xS! 时 空 
TE UE 当 m = 0 时 , 经 典 能 动 张 量 是 


_1/0d¢\? 1 (ae \* 
ape POP 
Tix = Txt Ot Dy 
量子 条 件 是 
lax, a} | = Ôkk' o (7.1.42) 
由 于 总 能 量 
一 i D 12n|n| (7.1.43) 
7 也 一 一 Do 2 E n=— 00 2 L | B 
所 以 真空 能 密度 为 
py = Z = (5) Sone (7.1.44) 


7.1 卡 西 米尔 效应 .89. 


它 显然 是 一 个 发 散 的 量 。 现在 用 C 函数 正规 化 方法 来 处 理 这 个 发 散 的 求 和 。 令 


Yon= lim oe 2 = im E s) = C(-1)e (7.1.45) 
[X] 44] 
1 
所 以 
a t erben adr ag 7.1.46 
Pv,ren — Pane [s d pc ) ES " el? <U, ( Sas ) 


车 L oc, WW puren 一 0。 此 结果 清楚 表明 ，pu ren 40 来 自 边 界 条 件 或 时 空 拓扑 。 
7.1.5 “无 限 大 平行 反射 面 间 的 有 限 温度 量子 场 

假如 量子 场 不 是 处 于 真空 态 ， 而 是 处 于 有 限 温 度 T 的 状态 ， 那 么 我 们 可 以 
Lagu icta (7.1.26) 和 式 (7.1.27) 中 的 DG, BA t — t 十 imB( 其 中 
3 = (kg T)-1) 取代 求 和 内 第 一 项 中 t+ 一 t+, 并 对 从 -co 到 too 的 所 有 m RKA, W 


+00 
1 
| > (g! = 471)? + (x? e me EN (Z3 EM T3 = 2an)? — (t cg 十 im)? 


m=—oo 
1 


TSS) o um 
所 以 , 两 块 无 穷 大 平面 间 的 能 量 密度 为 

aes 

-5 lm (2 + 5 (010 + 8204, + 0301) — 5 E " ; (5i nm 2) } 


1 
t k (x! — 21)? + (x? — x”)? + (x3 — z'? — 2an)? — (t — t' + img)? 
1 
rl — g")? E (x? ES 2Z/2)2 + (z3 十 7/3 一 2an)? e (t Z t')? 
1 
7 (a! — 21)? + (x2 — 2/2)2 + (x3 — 2/32 — (t — t'y 


1 
十 ——————————M—M—————————————————— 
(x! — 21)? + (a? — 22)? + (23 + z/5—2a)? — (t — m] 
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1 1 : 
= "VT lim ELLE + = z (19; + 0505 q^ 0305 ) E 2 |a d 3 (81 十 05 十 到 | j 


Bn a 
> 
AA (et <a P+ ~ 2? (et x = an) = (t —1' J- im" 
m=n #0 


1 
pi — zl? + (x? — 22)? + (23 + x” — 2an)? — (t — = 


九天 0 
在 最 后 一 步 的 后 一 项 中 已 重新 定义 了 n 所 以 
(8|Too|8) 
1 3m? 8? (2an)? ! 
~ 2n? 2: { [2an)? + m?82]3 — ((2an)? + m232}8 
m-—nZz0 
E 6m’ p? 2(2an)? ! 
m2 2 € { [(2an)? + m?8?]3 n ((2an)? + m?8?]3 
1€ 3 le 1 
tu x (m22)2 o 2. (2an) 
- -3 g a X v qan 7.1.48 
— —kgTa "f'(£)-a = Ta + a0 (kB P5 (7.1.48) 
其 中 
Lay 0D 
FQ) = ga. 2 aT dm? E = kpaT ejas (7.1.49) 
我 们 有 下 面 的 计算 


S E T ad: D 
Satay iO Excel 


p =n? n? 一 d 
3 oo ; 4 
kx v aiu i ss 


RESE 


SÍ > 
- 


71 卡 西 米 尔 效 应 - 91 . 


其 中 ,“” 是 对 € 的 微 商 , 并 且 在 第 四 个 等 式 中 已 经 用 了 公式 


1 2z 
cot z = P (x (7.1.51) 
于 是 有 
1 2n6 TUS X"... 3 E i 
sot i = s. 
FCE) 5 2 E ; coth m 十 一 sinh (£ (7.1.52) 


(7.1.53) 


zm —2nm 
coth => = 1+42ex (==) m B ^ 
2 ae: Y K 
csch? = 4exp (= 2E 
28 


tp, O E (m) 表示 exp (= 


b obe ang) = 
F) = 82 » m3 ange 5H , a 


m=) 


gaea (op (m) 
m=1 1 
3 3 2 = = 
=-5¢(3)+ J+ p = (£ 4 a ) exp (=) + O E (+) , (7.1.54) 
EE e £^. uw —x —2x 
TE== e ) + + gs (S eset ep ($F) +0 lew (=*)], 


2 

(BlToolB)B =a [FE - EFO] — Gang + ss (KBT)’ 
2 

(ha) - TA 


~ Ona 
X (7.1.55) 给 出 温度 对 卡 西 米尔 效应 的 修正 。 
当 E = kgTa = oo( 高 温 ) 时 ， 


(7.1.55) 


+ O(1), (7.1.56) 
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所 以 
(8l7polB)e = z- (ke T)* + O((kaT?]. (7.1.57) 
恰 是 黑体 辐射 。 
巴里 安 (Balian) 和 杜 普兰 田 (Duplantier) 已 经 研究 了 与 球 达 有 关 的 卡 西 米 尔 
自由 能 , 还 对 更 一 般 的 几何 进行 了 相当 详细 地 研究 53, 54。 安 比 约 恩 (Ambjørn) 和 
沃 尔 夫 拉 姆 (Wolfram) 也 在 一 个 长 方形 的 盒子 中 推广 了 有 质量 标量 场 自 由 能 的 计 
算 。 此 盒子 在 每 个 方向 上 都 是 有 限 大 小 的 [555 。 


7.1.6 ”运动 边界 的 卡 西 米尔 效应 


对 于 2 维 两 边 都 带 镜 子 的 情况 , 假定 位 于 x = 0 处 的 镜子 保持 静止 , 男 一 镜子 
在 t=0 之 前 , 静止 于 z= L Ab, t= 0 时刻 开 始 按 z(t) 运动 , 则 两 镜子 之 间 标 量 
场 的 重 整 化 能 动 张 量 为 (22 


| (Tit)ren = (Trz)ren = A(u) + A(v), (7.1.58) 
(Tiz)ren = (Trt)ren = A(v) — A(u), 
其 中 时 "T » 
-tn 
RR 由 下 式 定 义 : 
R[t + z(t)] = R[t — z(t)] + 2L. (7.1.60) 


注意 : X (7.1.58) avi p MATRA E Dn. 由 于 运动 镜子 产生 的 辐射 被 静止 镜子 
BUM. 从 而 产生 了 这 一 现象 。 


7.2 共 形 反常 
考虑 物质 场 经 典 作用 量 在 共 形 变换 下 是 不 变 的 情况 ， 即 
6Sm(g) = Smh) — Sm(g) = 9, (7.2.1) 
其 中 
Br(O 三 Ce(z)gov(a)s (7.2.2) 
对 于 无 穷 小 共 形 变换 
C(x) = 1-4 óC(x), 
bur (x) EE Spot) — Juv (x) = 26C (x)guv (x), (7.2.3) 


ôg" (x) = —26C (x)g"" (x), 


这 里 用 了 O(g guv) = Oo 用 泛 函 微分 


i ÒS m ) c 
8S, (9.4) = | | Sn ly) og (a) + 


/ 955, (o. $) 


6g^? (x 
2 


85S, (9, Q) 
òp 


Rae 


Sm(g 


- | veas 


=~ [ vain eT oo rye) 


J dnz 


9) 


/—-9(z) ic i) 


| g” (z)8C(x) 


- [ VZETE), 
此 处 已 用 了 物质 场 方程 
65, 
SO d 
do 
因此 , 作用 量 泛 函 对 C (y) 的 变 分 导数 给 出 
1 8Sin(g, Ex (x) 
 v-a(y) 8C(y P UV “| ui (v) 


m 
—- T$ (y). 
或 ye EE 
p -g(s) Cle) 
WA, WR Smlg, p) 是 共 形 不 变 的 ， 则 
TP =0, 


su ea (x — y) 


. 93 . 


(7.2.4) 


(7.2.5) 


(7.2.6) 


(7.2.7) 


(7.2.8) 


即 经 典 共 形 不 变 物质 场 的 能 动 张 量 是 无 迹 的。 下 面 给 出 几 个 典型 的 经 典 共 形 不 变 


物质 场 及 其 在 共 形变 换 下 的 变换 性 质 。 
(1) 标量 场 。 一 般 来 说 ,标量 场 满足 如 下 方程 ; 


(D 4- m? 二 ER)g(z) = 


(n- 4m € = 3 时 , 若 ol) 按 如 下 形式 变换 : 
P(x) = C 9(z), 


(7.2.9) 


(4.3.6) 


(4.5.3) 
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则 这 个 标量 场 是 共 形 不 变 的 。 
(2) 电磁 场 (矢量 场 )。 


A T A, 
是 共 形 不 变 的 。 
(3) 外 尔 旋 量 场 。 
efa) V Vin =0, 


(7.2.10) 
(7.2.11) 


其 中 , (a) 是 洛 伦 兹 指标 , u 是 时 空 指标 , et AIR y 是 狄 拉 克 和 矩阵 。 当 vw 在 


共 形 变换 下 按 下 述 方式 变换 ， 则 方程 (7.2.12) 是 共 形 不 变 的 : 
=C po 
需 指出 , 在 共 形 变换 下 , 里 奇 张 量 按 如 下 方式 变换 : 


R= By, — (n - 2)C(C™) uv + guv [C C^ + (n - 3)CPC,, 0 , 


R=C~?R+2(n—1)C~3C.,* + (n - 1)(n - 4)€C^*CAC^, 


所 以 , 即使 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 Ru = 0, 也 不 是 共 形 不 变 的 。 
现在 考虑 物质 场 有 效 拉 氏 量 的 D-S 展开 


n—4 oo 
1 - m —9; . n 
on = (an) ^ (2) Z alem »r (j- 7) 
j=0 
= Laiv + ren; 


相应 的 有 效 作用 量 和 能 动 张 量 的 迹 分 别 是 


leg 一 Laiv + Dens 
2 area uy 2 5rav guy 2 STren us 
V—9 og" V—g g^" v-g 6g" 


或 
(Th eft = (Th) div + (Ty) rene 


在 共 形 不 变 的 情况 , 经 典 的 Tk = 0. 所 以 (Tea = 0. 则 有 


(Th) ren pe — (TA )dive 


可 见 ， 虽 然 Du, ERR, Tha 不 需要 发 散 ， 实 际 上 它 是 有 限 的 ， 


(is 


(6.1.6) 


(7.2.16) 


(7.2.17) 


(7.2.18) 


等 于 负 的 


7.2 共 形 反常 :95- 


HX (6.1.0) BR, 05 n 54 Hm — 0 Bf. Be 中 所 有 7 > 2 的 项 都 是 发 散 
的 。 这 些 发 散 显 然 不 同 于 由 -2i。、 所 代表 的 紫外 发 散 ， 事 实 上 它们 都 是 红外 发 散 。 
有 效 拉 氏 量 D-S 展开 的 基本 思想 是 把 紫外 发 散 部 分 Lai 合理 地 分 离 出 来 , 尽管 所 
有 j > 2 的 项 都 存在 红外 发 散 , 但 这 并 不 影响 分 离 出 us 部 分 。 Dd) 
论 aly 部 分 。 

显然 , n4 m 一 0 时 , ; = 0,1 的 项 是 零 , 仅 有 的 、 应 该 仔细 研究 的 是 
j=2 的 项 。 

应 用 维 数 正 规 化 方法 ,此 项 等 于 


TL 


n—4 
dn)" (=) ater (2 " z) (7.2.19) 
对 于 共 形 不 变 的 标量 场 , 则 有 


a2(r)= i; Rapra RP — is; Roa R? += = (¢ - ;) DOR+ = X 一 J R?, (5.2.24) 
E= €(n) = in — (4.3.6) 
所 以 
1 
5-3 7 ax) A Eroe- 5) | VZgd"za(a) 
1 n—4 
= 34m "^ (=) T (2 一 =) f v/—gd"z [aF (x) + 8G(a)] 
+O(n — 4), (7.2.20) 
其 中 
F = Rapys RP — 2RygR® + P IU usus Co, (7.2.21) 
G=Rap UU AR RUP AR, (7.2.22) 
(01 BURE 
gge Pa (7.2.23) 
注意 : 
(1) Sin 4h 
f VvV=-9Gd*z= 欧 拉 拓扑 不 变量 ， (7.2.24) 


| vsra's= /CoornCrerrds (7.2.25) 
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二 者 都 是 共 形 不 变 的 : 

(2) 在 Tja 的 积分 中 , 我 们 略 去 了 OR 和 R 项 ， 从 高 斯 定理 知 ,前 者 为 零 ， 
Ri LO m CERA T (2-2) v a-n zs tm a 时候 可 
以 在 Tjaa PARIK E; 

(3) 4 m#0 H.n 4t, 由 式 (7.2.20) 给 出 的 T- 是 发 散 的 , 虽然 如 此 , € 
对 能 动 张 量 的 贡献 在 m — 0 Fn — 4 时 并 不 发 散 , 这 是 因为 


a PLE os 
(Th) j=2 = x d òg” g^" 
n—4 : 
=i (40)? (=) (n — Ar (2- =) ler- R) + 3G] 
-FO(n — 4), (7.2.26) 


ZECHT aac : 


m» 


s] veas = - — —(n — 4) (r 一 3 n) À (1-2.2) 
F ss [vaez =- = —(n — 4)G, (7.2.28) 
其 中 , 因子 (n — 4) 恰好 抵消 了 下 (2 一) 中 的 因子 (4 n), 所 以 在 nn 一 4 时 ， 


at pd 


g^ 


T jeg = E la (r 一 SOR) + 8a] o (7.2.29) 
总 之 , 在 n 一 4, m 一 0 (i=0,1,2) 的 极限 下 , 有 
ay = 2-2, 
(Tu )aiv = (Ty) j=2 
j>2 
(Th )ren ex es 
j>2 
上 述 讨论 说 明 , 尽管 有 效 拉 氏 量 中 所 有 j > 2 的 项 都 存在 红外 发 散 , 然而 它们 的 和 
PAB Loon 却 可 给 出 有 限 的 重 整 化 能 动 张 量 。 由 式 (7.2.18) 知 


Gu" en = Uu esas [7,2.91) 
即 
qp : F - 2DR) +66 
( p [ren ~ 1622 ve 3 zt 
a2 


7.2 共 形 反常 ‘Ot 


1 = 
= ~ 2880n2 (Rapp R P” ERA Rag R^? EB OR) (对 标量 场 ) 
B76 aß lg 
— — eM as : — —R* — o 1.2.92 
88002 (Coos + Rag B aft OR ( ) 
在 一 般 情况 下 ， 有 
/ L = 1 Y MAT Te aT: aß i 2 
pra ian => 2880T2 ecane T b (Fook E zR aa cUR ; (2.93) 


其 中 的 系数 由 表 7.1 给 出 。 表 中 ,No、N; 和 Ni 分 别 是 标量 粒子 、 外 尔 粒子 和 规 
范 粒子 的 不 同 种 类 个 数 。 表 中 规范 粒子 的 c 列 了 两 个 值 , 这 是 因为 用 不 同方 法 给 出 
的 值 有 所 不 同 。 


表 7.1 共 形 不 变 物质 场 重 整 化 能 动 张 量 表达 式 中 各 项 的 系数 


a b c a B 

0 -1 x WN -1x N 1x N x —-— xN 
0 0 0 190 0 360 0 

l 7 11 11 
E RENI a NS 3x Ni A UNS -一 xNi 
2 4 2 2 2 2 40 2 120 2 

3 31 
1 13x N 一 62 x N —18x Ni 或 12xN —— N =— xN 
1 1 1 1 20 1 180 1 


应 该 强调 , 对 于 共 形 不 变 的 物质 场 , 虽然 (Ter 是 零 , 但 (1, ) es PETE. 
这 种 经 典 对 称 性 成 立 ， 而 重 整 化 后 对 称 性 不 再 成 立 的 现象 称 为 量子 反常 。 在 这 里 ， 
重 整 化 后 的 共 形 不 变 物质 场 能 动 张 量 的 迹 不 再 为 零 了 , 因而 称 为 共 形 反常 , 或 迹 反 
常 。 RANCE, 只 有 重 整 化 后 的 共 形 反常 有 物理 意义 。 从 (T,*)ren 的 表达 式 可 以 看 
出 , 量子 物质 场 的 共 形 反常 完全 来 自 经 典 背 景 时 空 的 非 平 直 性 。 

现在 , 让 我 们 应 用 C 函数 方法 计算 重 整 化 能 动 张 量 。 这 时 我 们 只 需 讨论 n= 4 
的 情况 。 从 


Gur (x) e £)guv(z), 
g” (x) =C? (z)g"" (x), 
(z|z^) =8" (2, z^) =6"(x — x')[—g(x)|~?, (7.2.34) 


(elz') =6" (2, 2^) = ô” (z — 2')[-g(a)]“?, 
g(x) =C¥ g(x), 
得 到 
|Z) = C~?(z)|z), (7.2.35) 


这 是 位 置 本 征 矢量 的 共 形变 换 。 由 于 g(x) = pjr), HA (4.5.3) 知 ， 共 形 不 变 标量 
场 按 
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或 
Ba (7.2.36) 
变换 。 因 为 对 于 共 形 不 变 物质 场 , 福 克 表象 是 共 形 不 变 的 , 妈 
là) = |n», 10) =|0), (7.2.37) 
所 以 ， 费 曼 传播 子 在 共 形变 换 下 按 
Gr = (IT (99/00) 
= (0l7(CoC’9!))0) 
SO. (7.2.38) 
其 中 , “” 代表 算 子 在 “不 同 点 ” 取 值 。 由 此 可 得 , 在 共 形变 换 下 , 有 效 作用 量 
rig| =—5Trlln(-1G)] 
= / V/—g(z)d*z(z| In( u2Gg )|z) (7.2.39) 
变 成 
r(g| - -Tn(-p2Ge)] = -+ Tn C7? C" Gs) 


=- /—9(x)d4x(2|In(—f?Gp)|x) = D(g(r) g(r). (7.2.40) 


另外 , 由 式 (7.2.3) Al. 
9g,, (x) = 2C(x)g,, (z)8C (1) 
2:20 t(x) (2)6C (2), (7.2.42) 
ôg” (x) = —2C^ ! ()g^" (z)8C(x)« 


所 以 


d p cu LLLI (7.2.43) 


7.3” 共 形 平庸 情况 真空 能 动 张 量 的 计算 -99 . 
但 是 , 由 式 (6.2.10) 和 式 (6.2.16) 知 


Tii g]  —5 |e (0) + €(0) inp] 


; i m " 
0)- cs | vaa T E — m^ai(x) + a2(x)| , 


4mo0nK, 有 
((0)= as [vifi (7.2.44) 
所 以 
Eod -36(0) + on I JE oto das Go) on P Ga (7.2.45) 
1 anaeg) ^ 01 ausu) 
—g(y) Aly) " "sym dic i ón(y) loci 
iJ 
= 16:3 a (yj 2) n $ (7.2.46) 
故 
hh f " ne) dD ren (i) e | a»(z) 
(TE (zx))ren = VE Sn) - EET (7.2.47) 
此 结果 正好 与 维 数 正 规 化 方法 得 到 的 结果 相同 。 
7.3 ” 共 形 平庸 情况 真空 能 动 张 量 的 计算 
半 经 典 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 是 
Gw = —K(0|T,,,|0) (7.3.1) 


其 中 ，(0|T,,10) 是 重 整 化 真空 能 动 张 量 ， 这 里 已 略 掉 下 标 ren。 由 此 可 见 ， 只 知道 
能 动 张 量 的 迹 还 是 远 远 不 够 的 。 在 下 面 两 节 中 ,将 介绍 计算 重 整 化 真空 能 动 张 量 
(0/7,,]0) 的 方法 。 先 看 共 形 平庸 情况 。 

所 谓 共 形 平庸 情况 是 指 , 背景 时 空 是 共 形 平 直 的 , 物质 场 是 共 形 不 变 的 。 再 次 
令 


Ju (x) en (©) 9uv (x) o 
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将 式 (7.2.4) 用 于 重 整 化 的 有 效 作用 量 , 得 
Ten[5] = Lren s - f V—-g(T? (g)) «4 8Cd" x. (7.3.2) 
由 于 
g"(z) ò g% (z) a” óg"(y) ò 
Vg) 9g" (2) - eis 69^" (x) 69^ (y) 
n 8AT ò 
E E Sg y) 
d Ai v" ò , 
A) ( ) Bont) (7.3.3) 
或 
1 二 ZLOT ò C *(z) Vo 0 « 
FA spe) Hay? Bw) s 
所 以 有 
v(- —4 v : = 2 Q"? (x 0 
(Ty (9(7)))ren=C (2) (TY (g(x)))ren rd ( Ere 
[ VEIENT end Cl ara (7.3.5) 
然而 
Gy = (rfr) = ee (7.3.6) 
所 以 式 (7.3.5) 可 被 写 为 
ENTE) con — 8" (2) s (Fala ~ Pall) 
(7.3.7) 


(TY (9()))ren =C 


由 式 (7.2.20) 知 , 在 m 5 0, n > 4 的 情况 下 ,， 有 
(2-3) ) [ ves (aF + BG) + O(n —4), (7.3.8) 


Fae = io-s (2) r 
(7.3.9) 


由 于 有 
DL peus 
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所 以 


l'av[g] = ry / v-gd"z [aF(z) + 8G(z)| + O(n — 4), — (7.3.10) 


~ l6z2(n 一 
对 于 共 形 平 直 情况 , gu 是 平 直 时 空 的 度 规 , 所 以 在 任何 坐标 系 下 都 有 Tuiv[g] c 
于 是 式 (7.3.7) 变 成 


1 1 M EN; 
(1, (g))ren =e C * (077 O) ren = Ten oom 十 LI 


3 I [f xis gv 
-(8) (TY(g))ren — 5 |; +2902), a 


其 中 


— 1 es 
ZIR p- Mg LR = Im R? -2RR,,, (7.3.12) 


Gg = Pg — RP Roue 
= Raw + RER yy — S RR — 5 Ryo RP? Oyu (7.3.13) 

是 所 要 计算 真空 能 动 张 量 的 时 空 的 纯 几 何 量 , 它们 可 用 任何 几何 方法 算出 。 和 7.2 
节 一 样 ，a、 B 5 a. b. c HER. 

方程 (7.3.11) 意味 着 , 当 背 景 时 空 共 形 平 直 、 物质 场 共 形 不 变 时 , 重 整 化 能 动 
张 量 (Ty )ren 完全 由 迹 反常 (TH(G))ren 和 (TY(g))ren 来 决定 。 

有 两 个 不 同 种 类 的 平 直 时 空 : 一 个 是 闵可夫 斯 基 时 空 , 另 一 个 是 伦 德 勒 时 空 ， 
虽然 他 们 局 部 相同 , 但 整体 不 同 。 对 于 闵可夫 斯 基 时 空 


(Ta (9))ren = 0, (7.3.14) 


这 是 因为 我 们 可 用 正规 积 抵消 零点 能 的 贡献 
1 


ge = oo。 (7.3.15) 
k 


但 对 伦 德 勒 时 空 , 堪 德 拉 (Candelas) 和 多 伊 奇 (Deutsch) 指出 [656] 


h(s) [° v(v?-- s?) |. i be 
Y ipn 二 一 一 一 一 一 一 一 二 , 一 二 , 一 二 A, 
( u (9)) 2T2a4 | V oon CI tag l; g? 23^ 3 , (7 3 16) 


其 中 , h(s) 是 自 旋 为 s 的 场 的 螺旋 态 数 目 ，a = a-!te*。 所 以 ， 当 用 式 (7.3.11) 在 
共 形 平庸 情况 下 计算 (TY (9) es 时 , 式 (7.3.11) 右手 边 的 第 一 项 可 以 是 式 (7.3.14)， 
也 可 以 是 式 (7.3.16), 这 根据 时 空 g 共 形 于 闵可夫 斯 基 时 空 还 是 伦 德 勒 时 空 而 定 。 
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最 重要 的 共 形 平 直 时 空 是 费 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 时 空 
ds? = C2(n) [dm 一 h;jdz' dz! | , (7.3.17) 


其 中 , hi; = diag( 7,72, 7? sin? 0), T = (1— kr?)-!, k = —1, 0, +1。 从 三 维 空间 的 
均匀 性 和 各 向 同性 性 质 , 可 以 知道 


(TY eas = e = (Te) rens 
(7.3.18) 
(Ty )ren = O(u * vhf). 
定义 
e 
D--—, 7.3.19 
z (7.3.19) 
i d = 
其 中 , C = anes 对 于 式 (7.3.17) 所 示 度 规 , 其 非 零 克 氏 符 是 
Poo = D = Ta =I =D, TY=DY, I$,- Dr’, 
[2 = Dr sin’? 9, Tl =krT, T= T, (7.3.20) 
Phe rf sin b, = TS - [2, = — sinb cosb, 124 = cot 6, 
ERKEK FEDEA HKEE 
Roo = 3D, Rn = —(D+2D?+2k)T, 
R22 = Ty" Riz, R33 = sin? 0 R35 (7.3.21) 
R = 6C?(D + D? +k), 
所 以 , IT SRHUE S SAM KN m, OH, OH, 的 非 零 分 量 是 
(Hoo = 18C~?( — 2DD + D? + 3D* + 2kD? — k’), 
MA, —12C7?hij (b- bp + LD?2_6DD? + 3D 2kD + kD? - 5) ; 
2 2 2 (7.3.22) 


(Aoo = 307? (D4 + 2kD? +k’), 

DF, = C~*hi(—4DD? + D* — AkD + 2kD? +k’). 

现在 我 们 来 计算 在 一 些 宇宙 模型 中 共 形 不 变 物质 场 的 (Ti) reno 
|l 静态 爱 因 斯 坦 宇 宙 

静态 爱 因 斯 坦 宇 宙 的 度 规 可 表示 为 


d3? = dt? — a?a02 = a? ([a(t/a)]^ — a2}, (7.3.23) 
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其 中 , dQ? 是 3 维 单位 球面 的 线 元 ,由 式 (2.3.4) A, 它 可 写成 


t -— 
ds? = 4a? cos? eX cos? Ue) X asi, (7.3.24) 


其 中 ,ds? 是 闵可夫 斯 基 时 空 。 闵 可 夫 斯 基 时 空 上 的 真空 态 用 Ou 表示 ,该 真空 
态 的 重 整 化 能 动 张 量 为 零 。 静 态 爱 因 斯 坦 字 宙 与 闵可夫 斯 基 时 空间 的 共 形 因子 为 
C= 2a cos EU 1 X oos 0/0 —X,— 然而 ,为 计算 静态 爱 因 斯 坦 字 宙 的 OA, M 


Hj， 没有 必要 从 这 个 共 形 因子 出 发 , 而 直接 利用 式 (7.3.22) 及 C = a 即 可 。 于 
是 ,可 以 得 到 


v p l L d" 
(T5). static 7,4 diag (i 一 三 ) =z, -i) i (7.3.35) 


Einstein 2x 


sth, p(0) =, »(5) = aa rU = ue 


2. 稳 恒 态 宇 宙 与 闭 德 西 特 宇宙 
稳 恒 态 宇宙 的 线 元 为 
ds? = dt? — a2es (dr? 十 r2d122)， (7.3.26) 
财 德 西 特 宇宙 (k = 1 的 德 西 特 宇宙 ) 的 线 元 为 
dà? = dt? — o? cosh? (=) (dx? + sin? yd?), (7.3.27) 
其 中 ,a = 3, EAZA lO) 表示 , 再 次 利用 式 (7.3.22) 及 


Q 


( 稳 恒 态 宇宙 ) 
Gma 7 m 
一 一 - (k= 1 的 德 西 特 字 宙 ) 
cos(r) — rio) 
直接 计算 出 两 时 空 的 90 万， 和 COR, BD 
OR, = 0, 
1 É 
L— 稳 恒 态 宇宙 
DA; Z ODE oli, a = x: | me bud ( ) 
v [LLL (k=1 的 德 西 特 宇 窗 ) 
cos (n 一 70) 
从 而 得 到 
d(s) yy 


a) steady state/ = 一 一 ; 
k=1 de Sitter 960r2a4 " 


其 中 , q(0) = 1， (5) = T q(1) = 62. 


(7.3.28) 
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3. k= —1 d$ S Fh KATHE ( 开 爱 因 斯 坦 宇宙 ) 
考虑 k = —1 的 静态 罗 伯 进 -沃克 宇宙 


ds? = a?[dr? — dx? — sinh? xd]. (7.3.29) 


定义 新 的 坐标 
= 1 
P= cosh x — sinh x cos 0" 
sinh x sin 9 cos p 
= e ae 7.3.30 
Y= cosh X — sinh x cos 0 l ) 
SinhXsinbsin w 


~ cosh x — sinh x cos 0’ 
在 新 的 坐标 下 式 (7.3.29) BA 
ds? = a?p~*[p?dn? — dp? — dy? — dz?], (7.3.31) 
即 静 态 开 爱 因 斯 坦 宇 宙 共 形 于 伦 德 勒 时 空 ， 共 形 因子 C = a/p p 恰好 是 静止 在 伦 


德 勒 时 空 的 (0，y，z) 处 粒子 的 固有 加 速度 的 倒数 。 取 共 形 真空 态 |0)R,， 静态 开 爱 
因 斯 坦 宇 宙 的 OH,, 和 OH, 与 静态 爱 因 斯 坦 宇 宙 的 结果 完全 相同 ,因此 


4 
(Tj )statie = F(T Rindler T (Ti) static » d 4 


Einstein 


HP, (TY)rindter = X (7.3.16). HFA (7.3.25) 中 的 p(s) 可 写成 


oia n (7.3.33) 


pls) = nis) f dom — ( 13 


2s? 
将 这 一 结果 及 式 (7.3.16) RAR (7.3.32),， 立 即 可 得 静态 开 爱 因 斯 坦 宇 宙 的 真空 重 
整 化 能 动 张 量 为 零 ， 即 


(T, )static = 0。 (7.3.34) 
open 
4. k= 二 一 1 的 德 西 特 宇宙 
k = —1 的 德 西 特 宇宙 度 规 为 式 (2.6.13) 19, Bp 


ds? = dt? — a? sinh? (t/a) (dx? 十 sinh? xd?) 


= pd ; (dn? 一 dy? — sinh? xd (2?) 


is (p^ dr? — ap? — dy? — dz”), (7.3.35) 
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sinh n = 


o 是 德 西 特 半径 , 第 三 个 等 号 再 次 用 到 坐标 变换 式 (7.3.30)。 再 
次 取 共 形 真 空 态 |0)R， 由 式 (7.3.20) 知 , k= —1 HRS HA 


3 3 
OH, =0, — ®Hij = -hij Hoo = o sai. 
对 于 共 形 不 变 标量 场 
1 sinh? n E oq d 
Y) kei = zc - dig liem e ers 7.3.36 
Tn) sci. 7 60a 7^ 一 38075204 ias ( Pg 5) Se 


5. 静态 德 西 特 宇 宙 
静态 德 西 特 宇宙 由 式 (2.6.12) 给 出 ， 即 


在 坐标 变换 
nsetja, r = atanh x (7.3.37) 
F, EBA 
52 a? 2 $ ce 9 2 
ds "EUN (dr? — dx? — sinh* xd 2 ) 
2 
a 
EI T d d (1.3.38 


取 共 形 真空 态 |0)R。 第 2.6 CHARA HEURE RT k= 0 的 德 西 特 ( 稳 恒 态 宇宙 ) 
通过 坐标 变换 得 到 , 其 On, 和 OH,, 也 可 由 稳 恒 态 宇宙 通过 坐标 变换 得 到 ， 具 
体 计 算 表 明 它 们 是 相同 的 。 于 是 
(T) etatis, 7 P (o — 77) 7 (12) + (Ty )atenay 
- mU by — P (a? — r?) ?diag (1 -5, -5, -3) 。 (7.3.39) 


‘ETE r= a(x > +00) 处 是 发 散 的 。 


7.4 一 般 情况 下 真空 能 动 张 量 的 计算 


原则 上 我 们 可 以 采用 下 述 方法 计算 物质 场 的 真空 能 动 张 量 。 
(1) 应 用 费 曼 传播 子 的 D-S 展开 DPS (a, z/),， 得 到 重 整 化 的 有 效 拉 氏 量 
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1 oo O0 | - 
NN fa\(ie\J—-3,—im*s: j 
ren = 258 /| 2. a;(z)(is) "e ids (7.4.1) 
和 重 整 化 的 有 效 作用 量 Dess 
(2) 从 
2 OL rei 
= rp 9 
ee ee VE óg^" ( 7.4.2) 


得 到 C adiens 
但 实际 上 , 这 几乎 是 不 可 能 的 , RA OD j 2 3 80 a; 很 复杂 , 例如 a3 有 46 项 。 
详细 内 容 可 见 文献 由 -43。@) 为 了 用 泛 函 微分 从 Pron 计算 (Ty) ren 我 们 知道 对 于 
所 有 几何 g 的 Len， 除 共 形 平庸 情况 外 ， 那 几乎 是 不 可 能 
AKRE (uu) 我 们 可 以 通过 对 称 性 考虑 得 到 重要 线索 。 
7.4.1 ” 德 西 特 时 空中 的 (0|T,,,|0)ren 
德 西 特 时 空 是 具有 最 大 对 称 性 的 时 空 。 现 在 考虑 与 德 西 特 时 空 具 有 相同 对 称 
性 的 真空 |0)as。 由 于 在 德 西 特 时 空 上 ,唯一 的 德 西 特 不 变 的 二 阶 张 量 是 gu 9. 所 
以 
(0/7,,]0)as = Tee (7.4.3) 
AF, m” 是 时 空 维 数 ， 显 然 
T = (0|T#|0)as. (7.4.4) 
所 以 , 在 德 西 特 不 变 的 情况 下 , 计算 (0|T,,l0)as 的 问题 可 以 化 为 对 OTH O)as 的 
计算 。 
对 于 n 维 时 空中 有 质量 标量 场 的 作用 量 和 能 动 张 量 分 别 为 由 


s- 5 | VIa Goin) - Im? HEROE) (745) 


| 2 8S 
V—9 dg" (x) 


=(1 - 206,(06. (2) + (26 — 5) au ro" (ross (0) 


T (t) 


~2€6(2) bur) + Z Egu (x) (x) Qr) 


-e [Ru t - 58609, (a) + 8 Dentcyuio)] ef) 


+12 [2-0 - be] moulo), (7.4.6) 
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能 动 张 量 的 迹 为 
TH (x) =2(n — Dé — E(n)]b,.(x) ob" (£) — 2(n — 1)€(E — £(n)) R(x) ¢?(z) 
+m? (x) — 2(n — 1)(£ — E(n))m?¢?(2) 
=2(n — 1)[E — E(n)](b,,(2)G* (x) + é(z)Uo(x)) + m4? (a) 
ids ie SEI RN (7.4.7) 


UH dde. 本 ;其 中 的 第 二 个 等 号 用 到 标量 场 方程 


p= 


O+m? 4 ER(2)| Bla) =O, (7.4.8) 
所 以 


(O|T 0) =m2tole(z)otz)lo) + (n — DIE ~ Elm)]D(O|S(@)4(2)I0) 
= 51n?(Ol{ Lx), A(e) 10) + (n — DIE ~ £D (0H), (x) HO) 


( 
" 5G (s) " jn - VE - £n))DGO (a), (7.4.9) 
AP, GU (x)= Jim. GY (y, z^), GU) (ax, a^) 是 阿达 玛 基本 函数 。 注 意 , A (7.4.9) 对 
任 意 真空 均 成 立 ， 对 不 同 的 真空 G(r) 的 表达 式 可 以 不 同 。 然 而 , 在 4 维 空间 
H, GO (x) 是 发 散 的 。 为 绕 过 发 散 问 题 , MERHAR (Raine) 7, 道 克 (Dowker) 
MEWE (Critchley) 9 分 别 给 出 了 在 n 维 德 西 特 时 空 德 西 特 不 变 真空 中 有 质量 
标量 场 的 GO (x) 


[v(n)]? = jo - 1)? — m?o? — £n(n — 1), (7.4.11) 


a= /4 是 德 西 特 的 半径 。 正 如 所 预期 的 ， 德 西 特 不 变 真 空 的 阿达 玛 函 数 不 依赖 
时 空 点 , 即 GO (xc) 不 依赖 于 z, 所 以 , 式 (7.4.9) 中 只 有 第 一 项 对 迹 有 贡献 , 于 是 ， 
我 们 得 到 


(TB) = am2GO)(z)。 (7.4.12) 
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很 明显 , n = 4 的 极点 存在 于 式 (7.4.10) 的 (1 = =) 项 中 ， 它 需 通 过 在 n= 二 4 附 
近 的 展开 而 去 除 。 为 此 , 仿照 费 曼 传 播 子 德 维特 - 施 温 格 展开 ， 对 阿达 玛 函 数 作 德 
维特 - 施 温 格 展开 ,其 前 三 项 作为 发 散 减 除 项 


2 oe n ima 
Ghe a (x) = ei ids(is) 2e """ *[ag(z) + isai (£) + (is)?a2(z)] 


= Se [sor (1- 2) + tor (2- 2) 
+ a3(z)m ?T (3 一 z)] (7.4.13) 


ai(r)— (s 一 e) n(n —1)a~? (7.4.14) 


最 后 一 步 用 到 对 n(n — 1) E n = 4 作 泰 勒 展开 并 只 取 前 两 项 。F(3 -mn/2) En — 4 
并 不 发 散 , W az(z) 对 的 展开 只 需 计 算 到 零 阶 项 (直接 取 n = 4) 即 可 , 对 4 维 
德 西 特 时 空中 


a2(Z) = 区 — 6£)? 一 x a *. (7.4.15) 
利用 式 (6.1.7) 及 
w()- mre) y= -w(D) ~ 欧 拉 常 数 ， (7.4.16) 


得 


eas [o] rts (EG) 
ponhi- Je (25) 

t= E - 6? — ai} 

= (mo? -21 - 69] = (4 +7) 


-2(1 — 6€) + [m?o? — 2(1 — 6£)] In (=) 一 14 (s - £) 


2 1 
taza 区 一 66) 一 d } (7.4.17) 
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在 后 一 等 式 中 用 到 一 ~1—+(n—4). fen =4 WIERJESR (7.4.10) & 


2 
GY) (2) = E = ^) fı +y (5 4 v(a) ) (w + ;) (n — 4) 


-mr (fits Gs) +H Pn) 
LU (5 - Z0) 一 intima) — 4v(4)v"(4) + O(n — »} 


注意 到 ， ; — V? (4) = m?a? — 2(1 — 66， 所 以 ， 


GRAE) =G (x) 一 GBS 


Curen = ds m [mea (¢- 5) n] o ($e) (S v) 


一 in(I2m* R73) -m? (s — 5) R- lah 


2 
E (s - z) R? + aa} à (7.4.19) 


对 于 无 质量 共 形 耦合 标量 场 ,， 式 (7.4.12) 和 式 (7.4.18) 给 出 


a2 


Tren = ~ 1672’ 


(7.4.20) 
‘EG (7.2.47) 相同 。 

小 结 

在 德 西 特 时 空中 计算 (07,10) es 的 方法 如 下 : 

(1) WR m = 0, 且 物 质 场 是 共 形 不 变 的 ,可 以 用 7.3 节 的 方法 来 解决 。 

(2) WR m #0, 我 们 选择 德 西 特 不 变 真空 , 对 标量 场 , 精确 解 由 式 (7.4.19) 给 
出 ; 对 狄 拉克 场 , 解决 方法 见 文献 [57]。 
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(3) 如 果 m z 0, 选择 非 德 西 特 不 变 真 空 , 可 见 文献 [42]. 该 文 在 <1 的 条 
件 下 , 对 于 s = 0， 7 1 三 种 情况 , 计算 了 德 西 特 时 空中 的 (0|T,,|0)。 
7.4.2 ”在 静态 爱 因 斯 坦 宇 宙 中 的 (0/7, 0) ce 


静态 爱 因 斯 坦 宇宙 的 度 规 可 写成 
ds? = edt? == gi => rd? (7.4.21) 


对 于 共 形 不 变 标量 场 , 我 们 已 在 7.3 节 中 给 出 了 结果 。 现在 我 们 将 用 更 简化 的 5 A 
数 正 规 化 方法 来 计算 重 整 化 能 动 张 量 。 
AE 表示 真空 总 能 量 ， 对 于 爱 因 斯 坦 宇宙 中 的 共 形 耦合 无 质量 标量 场 有 


= J Vestro. (7.4.22) 
应 该 记得 , 平 直 时 空中 一 维 零 质量 标量 场 的 基态 能 量 可 写成 
B= S he = D3 (7.4.23) 
其 中 ,大 是 波 数 的 模 。 对 于 膨胀 时 空 ， 它 应 改 为 
E= Y: = 2. (7.4.24) 
XE, a 是 尺度 因子 。 对 于 膨胀 的 k = 1 的 3 维 时 空 , 这 个 式 子 就 应 进一步 改 为 
oo 大 一 1 J oo 
ERBIY y Y (2)-;Ye (=). (7.4.25) 
zi vem J=0 m=—J 2 i a 
ER, 当 上 一 o0 
Sk 一 004。 (7.4.26) 
k=1 
H c 函数 正规 化 ， 
H SIC y E 
i= be ze = imi 2 a ; 
1 1 
= lim (2a)°¢(s — 2) = 30°! 3) = 5400" (7.4.27) 


xt, ¢(—n) = en ，( 详 见 文献 [59])。 B 为 伯 努 利 (Bernouli) X. JfH By = 


7.4 一 般 情况 下 真空 能 动 张 量 的 计算 TEL = 


下 ,BB =}, By =0, By =~. 爱 因 斯 坦 字 宙 的 空间 体积 是 2x?a?， 所 以 ,对 共 形 
不 变 标量 志 
1 


(0|Too|0) ren =p = 480n2a4 > 0. (7.4.28) 
从 
(017Y%|O)ren = 0 (7.4.29) 
和 爱 因 斯 坦 宇 宙 的 对 称 性 ,可 得 
vy. — ld di ub. d 
(0/770) ren = 189521 diag (1. 373? 5) " (7.4.30) 


这 与 式 (7.3.25) 的 结果 一 致 , 详 见 文献 [60]. 
7.4.8 ”用 点 分 离 正 规 化 方法 计算 (0|T,,|0)ren 


与 维 数 正规 化 法 和 < 函数 正规 化 法 相 比 , 最 有 效 的 正规 化 方法 是 点 分 离 法 。 计 
算 (0|T,,|0) 的 步骤 如 下 : 

(1) 为 了 得 到 模 函 数 的 完全 集 , 解 方程 , 定义 福 克 空 间 (真空 态 , MTA); 

(2) 把 GY (x, a^) 表 为 模 函 数 的 和 ; 

(3) 定义 GO) (z, a^) 为 


GY (2, ^) = GY (z, 2’) — GO (a, 2), (7.4.31) 


AP, MER Gr a") 是 对 n Br Lay 有 贡献 的 项 之 和 |; 

(4) 对 G( 凡 进行 操作 以 形成 (0|T(z,z)|0)ren; 

(5) 让 z' 一 z 显示 (0|T,,|0)e 的 有 限 结果 。 

有 必要 对 第 4 步 做 一 些 特别 说 明 。 原 则 上 , 我 们 有 两 种 办 法 计算 重 整 化 能 动 
KE: 其 一 是 先 分 别 计 算 GO 和 ing) 对 能 动 张 量 的 贡献 ， 然 后 再 计算 它们 的 
差 ; 其 二 是 先 计算 出 重 整 化 的 格林 函数 GU. 然后 直接 由 GOD, 计算 出 重 整 化 能 动 
KE. 无论 哪 种 方法 ,能动 张 量 的 真空 平均 值 与 格林 函数 之 间 在 形式 上 都 有 


(Tat) = imn Dala a Naa] (7.4.32) 


由 于 格林 函数 GO (n, 2) 不 是 时 空 点 z 的 标量 函数 ,而 是 关于 z 和 zx' 两 个 时 空 
点 的 双 标 量 函 数 ，(T,,(z,z')) 也 就 不 是 时 空 点 z 的 二 秩 张 量 场 , 因而 式 (7.4.32) 中 
D, (v, z') 是 一 个 非 局 域 的 两 点 算 子 。 以 4 维 共 形 不 变 标量 场 为 例 , 式 (7.1.22) 的 
第 一 项 的 真空 期 待 值 是 

3 OIV ,ó(2))(V ,$(2))]0), (7.4.33) 
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采用 点 分 离 技术 后 , 它 变 为 
= OV (2) V0(2"))10) = 5 (Vu. V, V.)5 6 (ra) 


EP, V, 表示 在 r 处 求 协 变 导数 ,这 意味 着 所 得 结果 不 是 一 个 时 空 点 zx 的 张 量 
场 , 而 是 关于 两 个 时 空 点 x 和 zx' 的 双 矢 量 场 岂 .为 了 把 一 个 关于 两 点 的 双 矢 量 场 
转换 成 一 个 关于 时 空 点 x 的 具有 广义 协 变性 的 张 量 场 , 应 该 作 平行 移动 。 例如 , 可 
以 把 两 个 矢量 同时 平行 移动 到 z Ale’ 的 中 点 , 也 可 以 将 一 点 的 矢量 平行 移动 到 另 
一 点 ， 当 然 也 可 以 将 两 个 矢量 同时 平行 移动 到 其 他 点 。 克 里 斯 坦 森 (Christenson) 
指出 B 引 ,在 一 般 时 空中 , 平行 移动 得 到 的 结果 不 同 于 简单 地 取 极 限 z^ 一 z 时 所 
得 到 的 量 , 其 差 值 是 GU (v, c) 展开 中 的 o7! 因子 乘 以 o 阶 移动 的 修正 ,即使 在 
z'-— zr FRI B. 这些 差 值 也 不 为 零 , ( 详 见 文献 [38, 61, 62] 等 )。 这 就 使 得 按 第 一 
种 方案 来 计算 重 整 化 能 动 张 量变 得 异常 复杂 。 

然而 , 如 果 GO (c, z^) 首先 按 式 (7.4.31) 重 整 化 , 然后 直接 利用 重 整 化 的 格林 
函数 GU) 计算 重 整 化 能 动 张 量 (0|T,(z, 7 )|0)ren， 则 在 任何 情况 下 所 有 的 o 项 
都 抵消 掉 了 , 所以, 任何 移动 带 来 的 修正 都 是 o 阶 的 , 在 计算 结束 前 令 o 一 0 时 ， 
它们 都 为 零 。 这 样 可 大 大 简化 计算 过 程 。 

Fi. 我 们 来 讨论 两 个 具体 例子 。 为 了 方便 , 我 们 考虑 格林 函数 是 关于 x 和 
z" 的， 并 考虑 对 称 移 动 , 即 沿 着 连接 r 和 zx” 的 一 条 非 类 光 测 地 线 平行 移动 协 变 
量 到 中 点 z( 图 7.5)。 


图 7.5 平行 移动 示意 图 
eft z Be’ Ro Bo” HAAR, t^ 是 测 地 线 在 r 点 处 的 切 矢 


首先 在 二 维 情况 下 , 把 GO (2, z") ESR GO (e,t), Khe er Be Re 
到 z" 的 固有 距离 , t 是 测 地 线 在 r 点 处 的 切 矢 。 因 为 二 维 时 空 是 共 形 平 直 的 , RE 


(D 并 不 是 Tyr (x, x^) 的 每 一 项 都 是 双 矢 量 , 例如 ，VwVvt(z)g%(z') 是 一 个 张 量 与 一 个 标量 的 乘积 ， 
而 不 是 双 矢 量 。 


7.4 一 般 情况 下 真空 能 动 张 量 的 计算 


规 取 如 下 形式 
ds? = C?(u, v)dudv, 
二 维 平 直 时 空 度 规 为 
ds?, = dudv = dt? — dz’, 
KH, wu =t 一 z,v ==t 十 ZT。 用 类 光 坐 标 来 标记 r, oc" Ac 就 有 
z'—(u(e)v(), z” =(u(—e),v(-e)), æ= (u,v). 


依 定义 
wae eye (it #) 
TNCS Ade! de J? 
及 
| (类 时 间隔 ) 
Jub t =] = E = o 
is (类 空间 隔 ) 


在 测 地 线 上 任 一 点 的 切 矢 满足 
dt^ 
ve + I (e)t" (e)t? (e) = 0, 
按 c 展开 
t^(c) = t” (0) + eth + sets 
PG) =F den ge 


vA," ? 


4 ec 的 每 一 阶 相等 , 求 出 th 和 th, 再 对 e 积分 , 得 到 


uc) =u tet” = CAC eye 


1 
+ [oton — CC uut” — gn (t yl8 4... 


v(e) 2v + et” - C^! C, (t)? 


1 
+" lec. — CC Jt" — st (yl + «5-6 


GL) (e, t^) 的 前 几 项 中 与 e? 无 关 的 部 分 为 


1 
Gee iP) = -5l - (m e eer] (n 5m mel) 


AG) ener pedea 


+O(e?T~*) + O(e*) + O(T~4), 


, 


: 113 . 


(7.4.34) 


(7.4.35) 


(7.4.36) 


(7.4.37) 


(7.4.38) 


(7.4.39) 
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AF, OT?) 表示 绝热 阶 为 p 的 项 , y 是 欧 拉 常数 , 对 于 类 时 间隔 X — 1, 对 于 类 
空间 隔 x = -1。 如 前 所 述 , 求 出 GO, 并 从 中 减 去 式 (7.4.39) 得 到 重 整 化 的 Ga， 
其 结果 可 写成 


i (ot? 
Oke =e+ PE leas + 


LM 1 
+e?) 区 D t | (^ 十 5 In Lu) , (7.4.40) 


RH, c f, r, eag» qoa 是 c 的 函数 。 需 注意 , 在 = 趋 于 零 时 , 它 虽 然 是 有 限 的 , 但 
我 们 仍 暂 不 取 = 一 0 的 极限 ， 而 先 微分 Gi (e tt) 以 得 到 < O[T,, n" )]0 >ren， 
然后 再 取 E — 0 的 极限 , 得 到 

Tw) = (5 -«) r9 + (£- F) sert eer? - eow TA 


1 1 1 1 
=a 人 m 3 tou 十 2» a (i ES z£) M? Juve, (7.4.41) 


其 中 
Tv (z) = (Ol{G,u(@"), pa (27))0) 
=- (due + rope) (+ 5 Imine?) ~ raus eua) = Zlew Pa) 
TO (z)-— „im (Ole sy }|0) = TY) 一 Seure (7.4.42) 


在 共 形 耦合 (也 是 最 小 耦合 ) 标量 场 的 情况 , €= €(2) = 0, 
(Ti = ge. (7.4.43) 


注意 , 这 里 的 c 与 光速 无 关 , 也 与 共 形 因子 C ER, 它 是 式 (7.4.40) 中 引入 的 r 的 
函数 。 
再 看 4 维 弗 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 度 规 情况 


ds? = C?(n) (dn? - fdr? — ran), (7.4.44) 
AP T = (1 - kr2)-1。 类 似 地 ,可 将 切 矢量 按 < 展开 63, 041 
n 1 247 1 3,0 l à n 
n(e)=n + et Top CEST t3 + FE tote, 


r 1 1 . T 1 r 
r(e)=r+et™ + me t + aie t + get Tes, (7.4.45) 
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式 中 
iB -—-D—DIQ, 
£z —2DP" — kr T(t")", 
—(—D -2D?yt"? + (-D + 6D?) Tt" (t^, 
t; = (-2D + 6D?)(t"?t" + 6Dk YE (t)? + (2D? — k) r(t)’, 
=(—D + 7DD — 6D*)(t")4 + (-D + 20DD — 36D*) Y(t" t")? 
HDD -6D3)T(tr)4， (7.4.46) 
= (-2D + 20DD — 24D?)(t"?t" + (8Dkr — 36D?kr) Y(t"t")? 
+(8DD — 24D? + 12Dk) Tt" (t^)? + ( C8D?kr + k?r) T? (t^^, 
=(—D +11DD + 7D? — 46DD? 4.94D*)(1)* 
+(—D +30DD + 20D? = 256DD* + 120D*) T (t (P^)? 
+(3DD + D? —66DD? + 1200?) 770" )*, 
=(-2D +30DD + 30D? = 172DD? + 120D*) (8*4 
+(10Dkr — 140D Dkr + 240D?kr) T (t^)? (t^? 
+(14DD + 8D? — 188DD? + 240D* + 20Dk — 120D?k) T(t")? (t7)? 
+(—40D Dkr + 160D?kr — 20Dk?r) Y?t7(t")4 
+(—8DD? 十 24D4 — 20D?k +K?) T?(t")5, 


阿达 玛 基 本 函数 的 DS 展开 的 前 几 项 为 
p. 00 (s ù 5) á 1 
GE V ni Os 十 eee o 十 2 Inm?e?|) 


1 ttl m? g^ 1 
—~ Ryg— 一 一 一 wes zl 2-2 = 4 
Vaga OD p ur (+ OR 1) { ix 


[oup 1 1 tot? 
D _t 2 | 
2m* Rag —— D 一 6 (s j^ R+ (s 5) | 2RRag D 


ap 2 ex , 
inei ral 3 s R + 140m 225m 


: gy) PM tet? 
+360m f 一 二 | R+ 60m Rap 十 6.8; mca 
iih aia ái t? RP st ion tet? 
aß Rys ap y 3 aß y: 


2 
1 
=0R -= n + P 4- 30 (s - 5) OR +90 (s - 5) e 
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1 l 1 1 
RER =R DR t30 lem OR 
Tim? | dE z (s ;) 


1 2 
ZIGH R? 


重 整 化 的 阿达 玛 基本 函数 仍 可 写成 式 (7.4.40), 对 它 微分 以 得 到 (0T, (^. 7" )]0) rene 
当 o 一 0 时 得 到 的 应 力 张 量 是 


OB) G9] 


Ls 3 1 
+€T(?) _ we = z% |n. T 5 


3 1 1 3 Du. E 
e ojii wa 


Hp TU) MTO 仍 由 式 (7.4.42) 给 出 。 在 共 形 硬 合 标量 场 的 情况 ,5 = 1 再 次 有 


+ Oe") 二 O(T-5)。 (7.4.47) 


1 
Rgpvt you 


1 
qe gn Ce 


第 8 章 ”相互 作用 场 


到 目前 为 止 , 我 们 只 是 考虑 了 弯曲 时 空中 自由 场 的 量子 理论 , 本 章 将 讨论 物质 
场 的 自 相 互 作用 和 不 同 物质 场 间 的 ( 非 引 力 ) 相互 作用 。 本 章 将 重点 回答 以 下 3 个 
问题 : 

(1) 当时 空 具 有 非 平 凡 的 拓扑 和 曲率 时 , 在 闵可夫 斯 基 时 空中 可 重 整 的 场 论 仍 
然 可 重 整 吗 ? 

(2) 在 多 大 程度 上 , 相互 作用 能 够 超越 自由 场 情 况 , 促进 或 抑制 粒子 的 引力 产 
41 

(3) 如 果 物 质 场 有 相互 作用 , 霍金 辐射 还 是 精确 的 热 辐 射 吗 ? 


弗 里 德 曼 (D. Z. Freedman) MÆ (Pi) 证 明 , 任何 在 平 直 时 空中 可 重 整 的 场 论 
(W QED, Y-M it. y 场 等 ), 在 弯曲 时 空中 也 可 重 整 的 [65]。 在 本 章 第 8.1 节 ， 
我 们 将 讨论 弯曲 时 空 对 S 矩阵 元 的 影响 , 我 们 将 以 Apt 场 为 例 说 明 S 矩阵 元 只 与 
相互 作用 有 关 , 时 空 的 弯曲 效应 只 通过 gu 进入 S. 的 表达 式 。 在 第 8.2 节 、8.3 节 ， 
我 们 将 讨论 弯曲 时 空中 相互 作用 物质 场 的 重 整 化 问题 。 在 8.4 节 以 和 94 场 为 例 讨 
论 粒 子 产生 问题 。 


81 S 矩阵 元 的 计算 


£-42 44, (8.1.1) 
并 且 假 定 


„im 4z) = d^(z) (8.1.2) 


ee 


我 们 可 以 在 入 射 区 和 出 射 区 分 别 定义 正 频 模 解 


ui (z), u?"(z), 
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FE, gh Ro 可 以 展开 为 
gna) = (arule) + atuma) 


( 

= X (aut (x) 十 a ug (a) : 
( 
( 


Gen (x) + a aa) 
- V (apu (e) + a tug (a) ), 


我 们 可 以 用 下 面 方式 定义 4 种 真空 
aP|0); —0, Vi 
a™|0)in =0, Wi 
ag" O)ou = 0, Vi 
Ge Oca, =O; Vi 
和 相应 的 福 克 空 间 。 它们 之 间 的 关系 是 


18 X BECA AE: 0) in €» |0)in , 
18 X PA RR ER: |0)out +> lout ， 
相互 作用 : |0)in = |0)out, |0)out = S|0)in 
相互 作用 : Die > Oout, |0)out = S|0)in, 
相互 作用 和 博 戈 留 波 夫 变 换 : |0)in > Oout 
考虑 入 射 区 的 福 克 空 间 
[0)in, |n)in 
和 出 射 区 的 福 殉 空间 


[0)out, |77)out ， 
其 中 , |n)in 和 [m)o 是 
In)in = | Ni ,?n4 )in, 
[m)ouc = | nj, 7775, - Jout 
的 缩写 , Ini 表示 具有 量子 数 i, 的 粒子 有 Inai ^, 而 
[n4 ) = Cnn) hn lala)s 
bins Tins ils 


1 
ni, ^ 


(8.1.3) 


(8.1.4) 


(8.1.5) 
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从 入 射 态 In)in 到 出 射 态 [Mou 变换 矩阵 元 或 S 矩阵 元 是 
eui QI in =n FR Ira. (8.1.6) 
其 跃迁 几率 是 | 
lout (77|7) in|? o (8.1.7) 
在 弯曲 时 空中 , R (8.1.6) 及 式 (8.1.7) 不 仅 依赖 于 物质 场 的 相互 作用 , 也 依赖 于 时 
空 的 几何 , 这 就 使 问题 变 得 复杂 了 。 为 区 分 这 两 种 效应 , 我 们 利用 福 克 空 间 的 完备 
性 , 可 将 式 (8.1.6) 左边 改写 为 


alja =Y wm out ou d ous (8.1.8) 
I 


Arp. 一 个 [Dour RH TBM 
(kt) 17h, l3 YA. 15, aut 


的 态 , 对 了 求 和 意味 着 对 从 0 到 oo RA. 这样 改 写 后 , 振幅 out (M|) MHS 
戈 留 波 夫 系数 决定 ， 与 相互 作用 无 关 ; 振幅 out(7lm)in 仅 由 相互 作用 决定 , SBR 
留 波 夫 变换 无 关 。 

我 们 可 用 莱 曼 - 塞 曼 则 克 - 齐 默 尔 曼 (Lehmann-Symanzik-Zimmermann, LSZ) 77 
法 66 oT 来 计算 后 者 ， 即 用 把 S 甜 阵 元 约 化 到 格林 函数 的 方法 来 计算 。 仿 照 文 
献 [68] 中 的 方程 (16.81), 可 得 


san wn JIT] f daola) f youl) 
x [Oe + m? + €gR(z))[Dy + m? + &£R(y)]r(y. x), (p # q), 
(8.1.9) 
AP, p, y 和 q, z 分别 代 表 两 组 粒子 的 动量 和 位 置 (pi, p2,- pr), (yi, 92, o Yk) 
及 (48,92. d), (£1, 22,7: - , £1) 
out (OJT (6(y1)6(y2) : - - é(yx)ó(z1)6(22) : - - ó(x1))|0)i 


T(y,z) = Su (00); (8.1.10) 
是 多 点 格林 函数 ， 它 能 用 下 面 的 路 径 积分 方法 来 计算 。 


格林 函数 的 生成 泛 函 是 


z= f ae fi f ioa} oo [i [it + mona 
(8.1.11) 
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WR LZ 是 一 个 场 函数 的 多 项 式 ， 则 可 把 ZJ) BSA 


pa ee UE : 
NM 


对 于 标量 场 


capo] f Dig) exp {i jJ [A(o) + Toga 
5) /- gd" 2| zo] (8.1.12) 


Zo|J] ~ [det(—Ge)]? 
“exp -5i f VAV aaa rte Gr tn ; (5.1.37) 
所 以 
l 1 8 " 
Z[J] x [det(—Gr)]? E (—=5) v —g(x)d J 
.exp -3i f v m cain n teo, 2) " (8.1.13) 


由 于 m 点 连通 格林 函数 为 


| AMI 
feroz) ee gs] Ea Eas | 
(8.1.14) 
其 中 , AI c 表示 只 计 及 连通 费 曼 图 。 
对 于 Ao 场 
D T Mp. (8.1.15) 
考虑 到 从 |0)in 到 [Mou 的 特殊 散射 则 有 
out (m|0)in = 3 odi (m|I)out oel Tliis (8.1.16) 


I 
式 中 的 第 一 个 振幅 由 博 戈 留 波 夫 系数 决定 ， 并 且 是 有 限 的 。 第 二 个 振幅 可 用 LSZ 
方法 的 约 化 公式 计算 。 例如 


out (Lp, ) 1pz|0)in 


out (0|0) in = rary [—a(yo)]2 u$, (ya )us, (y2) 


xi[Dy, +m? + ER(y1)| ` i[Oy, + m? + ER(y2)|T(y1 ,Y2) ， 
(8.1.17) 


8.1 5 矩阵 元 的 计算 vlak: 


对 于 连通 费 曼 图 
TON a 
TAIN PI yig) 8J()8J (yz) d 


=iGf (y1, y2) 一 5^ | Ge. 3686 sn)Ge(z, v) coo) Pana l 
Ee (8.1.18) 


它 称 为 完全 连通 传播 子 (图 81).o r 的 非 连通 部 分 可 由 连通 部 分 组 合 得 到 , ER 
改变 振幅 的 大 小 ,而 不 改变 S 矩阵 的 形式 ， 故 此 后 不 再 讨论 它们 。 当 精确 到 和 的 
一 级 时 , XX (8.1.18) P .…. 的 项 都 可 略 去 。 


_ Ge(yi,y) 1 Gr(y,7) Gr (zy) 
T (3) =V "am NC 


图 8.1 (yy) 的 费 曼 图 
4 
Ye(Y1, y2) = i[O,, 十 m? 十 ER(y1)] i i[O,, + m? + ER(y2)]Te(y1, y2) , (8.1.19) 


AX (8.1.18) 得 到 


Yel: v2) = Kus + 3AG (yr n8" (n 1) (8.1.20) 
式 中 
(Or + m? + ER(x)|Gr(z,2’) = —"(z, 2"), 
Kzy = [Os + m? — ie + £R]ó"(z, y), (8.1.21) 
或 
[Ds + m? — ie + ER]K 1 = ò” (x,y) o (8.1.22) 


74A — 0, Te — iGro Ye(y1, yo) 的 费 曼 图 可 通过 截断 外 腿 从 r 的 费 曼 图 得 到 ,所 
以 yoly, y2) 称 为 截 腿 格林 函数 。 从 式 (8.1.18) 和 式 (8.1.17), 最 后 得 到 S 和 矩阵 元 


om tl 54 LOT 1 水 * n 
= 2 | us, (uz, (Ges yg) ny 
ti f annd^vi- Qr) Coo) us, (us) Kuss, (02) 


= 3A fu, (90u,,006G v) -9)) "y, (8.1.23) 


by 第 8 章 ”相互 作用 场 


注意 到 up(y) 是 一 个 自由 模 函 数 , 第 一 等 号 右边 第 二 项 是 零 。 显然 , 在 没有 相互 作 
用 (和 = 0) Bf, 它 等 于 零 。 这 再 次 显示 , S 矩阵 元 仅 与 相互 作用 有 关 ， 而 时 空 穹 曲 


的 效应 只 通过 gu 进入 S 矩阵 元 的 表达 式 (8.1.23)。 


82 X X 化 
我 们 来 考虑 维 数 正规 化 。 由 式 (5.2.29) 知 


Gr(y,y) = nr X (m?) Fay) E 一 5 1) 
j=0 


1 
2i Ed Ga 


(4n)? n-—4 


n4. 
— 


+ GE (y, y), 


(8.2.1) 


即 当 n 一 4 时 , 它 是 发 散 的 ,但 是 只 有 两 个 极点 项 ， 其 中 之 一 由 质量 引起 ， 另 一 个 


由 曲率 标量 引起 ， 后 一 项 在 闵可夫 斯 基 时 空中 不 出 现 。 


对 于 Ao* 35, 我 们 分 别 引 进 了 裸 的 和 重 整 化 的 量 m, 6,0, Al mr, En or. An 


并 令 


m2, = m? — 6m?, Exp — £ — ÔE, 


bn = Z o, AR 一 入 一 SA， 


这 里 补偿 常数 应 展开 为 (n — 4)-! 的 级 数 , 即 假定 


ôm? = mh db (AR)(n— 4) ^, b,On) = oM 
pz j=v 


ò=) d,On)n-4)", da) 2 $ dvi Xp 
- 了 三 到 


v=1 


A=, 


A= u^7*(Ag + 8A) 


v=1 


=p rt Y a (An)(n — 4)7"], adr) = Y aw, 
je 


Z=1+ Y c(Ar)(n- 4)”, cr(AR) = Y eu, 
v=1 ] 


j-v 
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AP., / 是 一 个 质量 标 度 的 量 , 引进 来 以 保持 总 作用 量 无 量 纲 , 或 保持 拉 氏 量 的 量 
ADS Lo". 这 就 是 重 整 化 群 方法 中 的 特 . 胡 夫 特 Ct Hooft) 771569, MU, AREA 


1 1 
ay [9 6,0, — (m? + ER)? | u j^? 


= ; [9"" 6,6. — (mR + £k R)e?] 
-lå Ao? + = 5 (om? + 6£R)ó d 
=%+ 27, (8.2.7) 
式 中 
Z= -lå AQ! + = 5 (om? esee! 。 (8.2.8) 


注意 ， 我 们 只 用 了 质量 m 和 耦合 常数 & 的 重 整 化 ,在 我 们 的 讨论 中 这 已 经 足够 。 
如 果 我 们 在 泛 函 微分 中 使 用 此 2, 以 得 到 r 和 yo 将 发 现 


1 
?ce(yi,y2) 三 Kys + An [5n 4-7" Gr(yi, y2) 


= ^» [mbi + di R(yi)] (n — v] 9" (41,92) 


pel 
-O(A2), (8.2.9) 


> 


在 式 (8.2.1) 中 用 mg 和 £g 分 别 取 代 m Al 后 , 把 它 代 入 式 (8.2.9), 将 看 到 ye 中 
所 有 的 极点 项 会 被 如 下 的 选择 所 消除 


6, =0, Vv, 
icm Oy = U, Vp Æl, 
1 1 1 (8.2.10) 
Ups eS ke 
16x 16x? 6 
Ap 一 0, Vv o 


最 后 我 们 得 到 弯曲 时 空 背景 下 Ao 场 单 圈 近 似 下 的 重 整 化 后 的 约 化 公式 或 5 矩阵 元 
t lp,» 1pz|0)in * * ite 
MD - ZAR [ Coto Pau, (y)u, (y) {GE (y, y) 
十 zs 区 十 c E 5) Ri) in} 5 (8.2.11) 


证 明 : 
为 写 出 单 圈 近 似 下 重 整 化 的 S 矩阵 元 , ER (8.2.1)Gp RAR (8.2.9), 进而 代 
入 对 连通 图 的 式 (8.1.17), 不 要 忘记 包含 K,,,, 项 的 贡献 为 零 , HEM Z 乘 各 项 , 再 
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注意 到 当 一 4 时 ,04 一 1， 则 


c pi^ t zi 
out (0|0)in ren 


= Jonyla) Pau, (yi ux, (y2) 


1 
. m+ (ss 一 >) R 
1 4-n | __ 2i " 6 十 Ge 


P oo zx. 
"ur on (4x)? n—4 


zl 


5 23 [mkb + d, R(y1)] (n — | 5 (y1,y2) 
- fev- 9(y)] "uj, (y)u (0095, A [ SIL (= mne: 


———————— + Giinite| _ i y [mhb t d, R(y)]|(n — 4) " 


v=1 


E ee 
= f al-s) uk (y)uz, (y)Àn 4 — me s (en - 5) 


(4n)? n-—4 
mh (6 -3)R 
i 
十 下 


1 ; 
In + gu + (4— n)Iny +- - -|GBrite 


(4n)? 1 
— i [miby + d, R(y)](n 一 | 


1 * * inite i 1 
-aa /ao 9(y)] uz, (yur, (y) (e “十 eni E i (ss = z) R Inu 


1 
Li uM ED LN + d, R(y) 


li 一 一 st 8.2.12 
iau 82? n —4 (n — 4)" ) 
为 消去 极点 ， 即 
‘ 2 i 
ee a E S cem 
ló3Ón C4 n—4^R 
1 (8.2.13) 
i inc i 
z 6 R— djR- 


8.3 重 整 化 群 方程 :125- 
我 们 得 到 


C MEME PAT- (en 5). (8.2.14) 


~ 1622 


其 他 ay, bv, cp, dy 全 为 零 。 证 毕 。 


8.3 重 整 化 群 方程 


易 见 , 在 单 圈 重 整 化 后 的 5 矩阵 元 式 (8.2.11) P, 有 一 个 任意 质量 标 度 (又 称 
A SEE Eus BR 胡 夫 特 曾 证 明 , 在 重 整 化 后 的 量 中 , 若 有 一 个 任意 质量 标 度 或 
重 整 化 点 p WUR y 变化 , 虽然 所 有 的 裸 常数 不 随 uA. 所 有 的 重 整 化 后 的 常数 
将 随 p 变化 , 但 是 S 矩阵 元 仍 应 保持 它们 的 物理 观测 值 。 

令 u 作 无 穷 小 尺度 变换 


uU — u(1-4&), (8.3.1) 


p p. 4e), (8.3.2) 


则 式 (8.2.5) 可 写 为 


A= pi” E + 》 av(AP)(n 一 v 


v=1 


= anl 一 4)eAn 十 入 RR 十 €a1(ArR) 


+ Dolor) ena Qf ay}, (8.3.3) 
p= 

此 展开 由 于 有 一 个 额外 项 而 不 同 于 借助 于 /的 展开 , 此 额外 项 (n_4)eAR HE n — 4 
MEFE, 所 以 可 以 通过 重 整 化 后 的 量 自由 地 加 在 裸 常数 的 展开 中 。。 然 而 ,如果 我 
们 用 p 而 不 是 u 开始 , 应 该 有 


As (u)*^* [Art X av(Ar)(n 一 y : (8.3.4) 


v=1 


于 是 , 我 们 试图 用 下 面 的 变换 除去 这 个 正比 于 (n — 4) 的 项 ， 


AR = Àr — (n—4)eAR, (8.3.5) 
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把 式 (8.3.5) 代入 式 (8.3.3), 可 得 
A= (p) Ds — (n — 4 ?Ag + cai (Àr) — (n — 4)e "sica 


+ 3 em Xr) - n= Je i ay(Ar) + €dy4i(ARr) 


—(n = A)e* XR d 


bud is ar} | (8.3.6) 


忽略 e 项 后 , 我们 得 到 


d 
六 三 (u F á An + ea An) - Angga An) 


dA 
+O(e7) 。 (8.3.7) 


+ Y (n - 4)7"[o, (Ar) + ean) — Saiten ul 
v=1 


类 似 地 , 也 有 


d 
2 m? 一 em2 Ap——bi (A 
m*=mp em?, RTA i(AR) 


oo | 7 d , 
tma > (n — 4) "[b,(An) — «AR di eH (An)] + Oles (8.3.8) 


$ 
ll 
= 


与 用 u/ 取代 的 标准 形式 比较 , 应 该 定义 新 的 Mh 和 mA 


d 
AR = 入 R 十 6 [iuo = AR, al(AR) (8.3.9) 
(mip)? = m} — uiii Ra (8.3.10) 


dàr 


这 样 , 重 整 化 后 的 S 矩阵 元 会 有 相同 的 物理 值 , 与 使 用 / 还 是 jv 无 关 。 当 了 一 4 
BY, AR 一 àr, 所 以 , 式 (8.3.9) 与 式 (8.3.10) 给 出 Ar 与 ma 的 标 度 变换 性 质 


Ag = An + elai (Àr) 一 - Arga (An)], (8.3.11) 
(mg)? = m} - ene bi (AR) 。 (8.3.12) 

注意 
在 (8.3.13) 


84 相互 作用 对 粒子 产生 的 影响 s127- 


我 们 得 到 
d 
TE = ai) - Argizai (An) = AOR), (8.3.14) 
dma = -mÀ da (Ag) 三 m2 (An) (8.3.15) 

am ^m RARINB T RIm , 

式 中 
d dIn(m? 
E Mag nOn) = -u é (8.3.16) 


它们 是 对 于 重 整 化 耦合 常数 AR 和 质量 ma 的 卡 伦 (Callan)- 塞 曼 则 克 重 整 化 群 方 


程 70-73] 。 
对 于 Ao! 场 ， 单 圈 的 9 函数 为 3 
3 


B(AR) = pp KORo (8.3.17) 
将 式 (8.3.17) RAR (8.3.14), BE Ar 的 高 阶 项 , 积分 得 
1 1 3 u? 


ARQA ARA) B QE’ aa 


此 结果 说 明 ,， 随 着 能 量 标 度 平方 Q 的 增加 ， 耦 合 常数 (A > 0) 也 随 之 增加 ,， ER 
味 着 , 对 于 Ad? 理论 , 不 存在 渐 近 自由 。 
对 于 规范 场 , 通常 令 a = g?/An, 其 中 9 为 规范 耦合 常数 ， 一 般 会 有 


(8.3.19) 


ZE, M 是 某 个 大 统一 理论 (grand unification theory, GUT) 中 的 能 量 标 度 。Q 是 
一 个 任意 的 能 量 标 度 ，C2(G) 是 GUT E G 的 平方 卡 西 米 尔 算 子 , Ty 正比 于 费 米 
FH “OR” Bo 那么 ， 当 费 米 子 的 味 数 充 分 小 的 时 候 , 我 们 有 


b « 0, 
在 这 种 情况 下 , 看 合 常数 随 着 能 量 标 度 的 提高 而 减 小 , 最 终 趋 于 零 , 所 以 是 渐 近 自 
由 的 。 
8.4 相互 作用 对 粒子 产生 的 影响 
让 我 们 再 考虑 Apt 场 。 我 们 将 在 一 级 近似 下 证 明 ; 
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(1) 粒子 产生 是 博 戈 留 波 夫 变换 和 相互 作用 的 综合 效应 ; 
(2) 如 果 没 有 混合 , 则 在 一 级 近似 下 没有 粒子 产生 。 
现在 ， 我 们 试图 计算 in (0| N?"*|0)i,, 其 中 


(8.4.1) 
因为 
Mha S Heston tija (8.4.2) 
I 
所 以 
Ai (8.4.3) 
Ij Ik 
为 了 简单 , + 
dii a A a (8.4.4) 


则 
t dá? t j 
Nta u acut 


EN [NOSE 十 | Pat po ard — a, Bia‘ out quel — Byatt ae ae a, 


注意 
Nout = ata. (8.4.6) 
所 以 , 我 们 有 


in (O|N2"*|0) in 
= > »- [loil?in (0|) out outs 10) in ont UD ENS Us 


lh. di 
+(il?in (O|Ze)out out (L5 |) im out (rlata L out 
— 0:87 in (0| Ix)out out (Ij |0)in out Le lag a?" | I) ou 
-at Bin (O[Tk)out out (L;|0) in out I ae |Z; out ] 
=|B + Y lain?" lis (01D) ou? 


Ik 


A 
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uH S OUT in (Of yout oui (LT;|0)in one delle. | eer ^ om 
Ij,Ix 


= PE a7 Biin (OLE Jout out (万 |0)in out (Ik, Lo lH oss 
bf. 


一 VAK + no“ lo, |? lin (0| I) out |? dx: 》 off in Olli, Is Das out (万 |0)in S 
Ix Ij 


-X a} biin (0|Ik out out (Tix, 1-i 1i|0)in, (8.4.7) 
Tk 


其 中 ， P 表示 仅 对 TN oit 天 0 的 那些 态 求 和 。 注意 ， 从 式 (8.2.11) 


m(OlZ, out om AR (8.4.8) 


out (0|0)in = in(0|S|0)in = in(0|0)in + in(0|S|0) in + O(d2.) , (8.4.9) 


所 以 , 在 Ag 的 第 一 阶 , 我 们 可 以 略 去 式 (8.4.7) 右边 第 二 项 , 只 保留 第 一 项 , 以 及 
=. 第 四 项 中 .=0 M 1, =0 的 项 , 即 


—2Re[—a:3} in (0|1i, 1a) out out (0|0) in] o (8.4.10) 
利用 式 (8.2.11) 的 结果 , 我 们 最 后 得 到 以 下 结果 


lin 0| NP Oss len == IB; ? = Re {Bra [ «c [Gaite(y， y) 


za (và 4 c - 5) Rly)) In i| [-a)] Pay) 。 
(8.4.11) 


很 清楚 , 这 个 表达 式 证 明了 本 节 开 始 所 说 的 结果 , 即 粒子 产生 是 博 戈 留 波 夫 变换 和 
相互 作用 的 综合 效应 ; 如 果 没 有 混合 , 则 在 一 级 近似 下 没有 粒子 产生 。 

在 结束 这 一 章 之 前 , 我 们 需 指出 ， 由 于 完全 连通 的 格林 函数 o. 由 自由 格林 函 
数 决 定 ( 见 式 (8.1.18))， 而 后 者 在 施 瓦 西 时 空中 是 一 个 具有 虚 时 周期 的 周期 函数 ， 
所 以 r 也 必 是 一 个 虚 时 周期 函数 。 这 意味 着 ,即使 存在 相互 作用 , 霍金 辐射 的 黑 
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本 章 就 来 讨论 有 关 黑 洞 的 几 个 问题 。 


9.1 二 维 静 态 情况 


除去 某 些 特殊 的 情况 外 , 计算 4 维 的 (Tul) 是 相当 困难 的 , 但 在 2 维 情况 计 
F (Ty |) 则 要 简单 得 多 。 本 节 就 先 来 讨论 2 维 情况 。 由 于 球 对 称 夫 缩 的 情况 可 以 


约 化 为 一 个 2 维 模型 , 故 在 这 一 节 我 们 将 一 并 讨论 球 对 称 坪 缩 的 情况 。 
RE 2 维 时 空 或 在 一 个 夫 缩 球体 之 外 , 有 一 个 共 形 不 变 的 真空 量子 场 。 
对 2 维 闵可夫 斯 基 时 空 


ds? = dt? — dz? = n,,dr“dz” o 


^ 
u=t-r ~ Rt, 
v=t+r ~ 超前 类 光 坐 标 ， 
则 有 
ds? = dudv ~ 双 类 光 坐 标 。 
对 2 维 弯曲 时 空 
ds? = C?(u, v)dudv 。 
在 静态 球 对 称 情况 
ds? = C?(r)dudv, 
其 中 
u =t- r*+R, 
v=t+r'-R, 


- Ro 
-an f C-2(r)dr， RŠ =j C~(r)dr, 


(9.1.1) 


(9.1.2) 


(9.1.3) 
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Ro 是 球 对 称 星体 的 边界 。 特别 地 , 对 于 2 维 施 瓦 西 时 空 , Ro 不 再 出 现 ， 


25,4151 2M 
01 
» / S m — (SX SEE ^ aN o sd. 
r =r+2M n (5 1) ~ 乌龟 坐标 (9.1.6) 
一 般 地 , 注意 到 
0 ic ] 
- Ne os 1. 
(Juv) Ep n ) jecit, (9.1.7) 
0 207 
m) = 9.1.8 
(g^) | eet ) (9.1.8) 
decta e acc ue Lnd 5 
ge gg uy 7 SR uCv Wd yap cu 
4 e 1 g? 1 
这 是 因为 
2 
Ou = 9r à. 十 Ma, = E 十 15, 
Ou Ou 2 2 
; (9.1.10) 
Ór Ot G 1 
Ov ao + 5,9 = 39 十 zot 
由 于 所 有 的 2 维 时 空 都 是 共 形 平 直 , B (7.2.15) 知 
te. ee ð G? 
R = O(n C?) = 750,0, (In C?), (9.1.11) 


能 动 张 量 的 真空 期 待 值 可 以 很 容易 地 用 熟知 的 共 形 平庸 公式 从 (OTe 10) oe 计算 出 
xk Ua]. 


1 
(OlT |0) = 0,» Ed Tan Iw (9.1.12) 
其 中 
1 1 
eum C020-! vv 一 一 ort ze — Uo ee 
DC e 2-0000"1, Gu Hn, =D (9.1.13) 


如 果 进 而 考虑 2 维 共 形 真空 是 |0), 则 对 静态 球 对 称 情况 ， 


|0)in 10) out = |0), (9.1.14) 
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从 式 (9.1.7) 和 式 (9.1.11), 有 

d. 

48x 

(0|Tuu|0) = (07,10) = — —co2c-! = LL. esc" (9.1.15) 
uu vv 127 u A8n 5 1 


1 1 1 
Tuy|0) = — R-C? = = C?Oln C? = 2 v y 
(0| |0) 2 96 nC 48 C (CC + C^) 


ae = a ee 
(0|Tuv|0)》 = 124,09. € =~ Tene C = (0|Tuu|0), 


HH Cc’ = Tm. 对 2 维 瑞 斯 纳 - 诺 斯 特 朗 (Reissner-Nordstróm, R-N) 时 空 


2 
C1 ME 
T r 
结果 是 
1 M 3M? 392 3MQ? Q! 
Ti = i ee = ——a a oer rx P L6 
(0| [0) = (0|7,,|0) zl 3 + ad 4 PE 5 + =) (9.1.16) 


(0|Tuu|0) = (0/7,,]0) <0 (34r 5 r*), 
(0|Tuu|0) = (0/7;,]0) 一 0 (žr — oo). 
这 些 结果 与 布 维尔 真空 的 结果 一 致 ， 它 们 说 明 围 绕 静 态 RN 黑洞 的 视界 存在 负 能 
的 “奇异 物质 ”。 
对 于 声 缩 球体 所 形成 黑洞 的 情况 , 处 理 则 有 所 不 同 。 在 星体 外 部 , 式 (9.1.3) 和 
A (9.1.4) MEH, 但 这 时 星体 表面 的 坐标 是 随时 间 变 化 的 。 设 Ro RETA SAF SAIN Zl) 
星体 表面 的 径 向 坐标 。 在 星体 内 部 ， 线 元 为 
ds? = 2?dUdV (9.1.17) 


其 中 , UAV 是 星体 内 部 的 类 光 坐 标 , 它们 定义 星体 内 部 的 时 间 为 r W 
| =T — r + Ro, 
(9.1.18) 
Vzr-r- Heo, 


并 满足 在 1=r=0 时 刻 ,v=U=uv=yY=0。 对 于 球 对 称 情况 , 我 们 只 考虑 > >0 
的 区 域 ， TU 

Bl V =U —2HRg (9.1.19) 
的 点 就 作为 一 个 “反射 点 ”， 它 相当 于 要 求 在 r = 0 点 满足 边界 条 件 o = 0, 而 式 
(9.1.19) 建立 起 入 射 波 与 出 射 波 之 间 的 联系 。 设 星体 内 外 的 类 光 坐 标 存在 如 下 变换 
关系 


U = o(u), v = B(V), (9.1.20) 
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则 由 式 (9.1.19) 知 
v = B(V) = BU — 2Ro) = B(o(u) — 2Rg)« (9.1.21) 


于 是 , WIASERTE jn] ROA dE 2 维 时 空中 运动 的 一 个 反射 镜 的 问题 ( 见 4.2.4 节 )。 
仿 4.2.4 节 (也 见 文献 [1]8.2 15). Od = 0 R 0,0,0 = 0 有 模 解 


i(4nw) fet 一 eripe(9-28o)} 。 (9.1.22) 


由 于 星体 的 内 解 与 外 解 应 在 南 缩 星体 表面 r= R(7) 处 连接 , ERAREMA 


> 429U 1 2 Q (u) EC 
Caf joa BV) => B) qme (9.1.23) 
dV 
dU 
oe: | ar 1—R 
ag eae ae ret (9.1.24) 
dr 
dv 


dv _ gr _#+C?R 
dV dV 1-R ' 


(9.1.25) 


其 中 ,点 代表 对 r 求 导 ， 由 式 (9.1.23) 3X (9.1.25) 解 出 i 代 回 式 (9.1.24) 和 式 
(9.1.25), 得 


ts (1 RYO2 
[02C?(1— R2) + R3 - R’ 
pie. [22C2(1 一 R?) + R3 + È 
(1+ R)C? 


(9.1.26) 


比较 闵可夫 斯 基 时 空中 遥远 过 去 的 标准 平面 波 解 , EBT SEAL ER 


û = B(a(u) — 2R0), 


i (9.1.27) 
0 — v, 
在 该 类 光 坐 标 下 ， 
ds? = C?(i, ô)dûdô, (9.1.28) 
其 中 
2 2 
Opec ro. e o (9.1.29) 


düdó da Bla’ * 
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现在 , 让 我 们 用 下 面 的 模 函 数 来 定义 入 射 真空 |ô), B 
U'^z i(4nw)2e* — i(4nw) 3e!" , (9.1.30) 
在 星体 中 心 “ 反 弹 ” 后 , 该 入 射 波 变 为 出 射 波 , SASK VRBE HERES EROS 
om (9.1.31) 


Taas Toor Tao 在 真空 |0) 中 的 期 待 值 由 式 (9.1.11)~ 3X (9.1.13) 给 出 ， 只 需 将 其 中 
的 不 带 ” 的 量 换 成 带 ` 的 量 即 可 。 利 用 坐标 变换 式 (9.1.27), 于 是 有 


Am â Y cee 
(0/7,,]0) = ($) (0l7aal0) = —15- ($) CO;C 


2M S "SVP 
a re E. 


gu AC G'a " 


ES 1 ty1/2 一 / a! 7? 
7-16) af RE TIE 22 In(8'a’) J 


(Bla Gun (B'a 1)1/2C' 
=--> {00207 — [ðu in( 8'o^) 2 + [Ou (p'a)? 


7 1 - 1 (œ B")? (a)? a" p" 
= 00" + si me eft 


a’ p" o" 
: 1 (a! 8")? (a^)? ; p d o" d 
Ed Seri gat gp mah «(2)] 
3o" tx Q LV2 —1/2y! C D. /31/2 —1/2! 


(9.1.32) 


T dóN? .  、 E Aou cd 
(0|Tvvl0) = | qz) (OITos]0) = 715: CAC 


T i ain / a’) —1/292 /NTL72 
ae) 9;|C (a^)? 


=--> 2(C- = — C" , d 
—C8,(C™") moe (9.1.33) 


P 
(0|T,,l0) = 288 es) - -E aaa In C? 
dal du 2 , Lx. 2 
= m — ——À—41 UA P 
E dá — 0,0, (In C^ — In(8'o^)) 2459 Oy ln C 


1 
PEN 2 2 一 2 // v2 : y 
= aC In C? = 4,-C*(CC" + C?) (9.1.34) 
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球 对 称 南 缩 星体 的 外 解 可 约 化 为 2 维 施 瓦 西 度 规 


ds? = (1- 3 dudv, u-t-r'-R,, v-ttr'—HRo. (9.1.35) 
T 


在 Ht Xb, C? = 0. Ñ (9.1.32) 的 第 一 项 在 H+ 处 为 一 (9.1.26) 知 , 在 
H+ 附近 
a ees 0, (9.1.36) 
2R 


其 中 , 已 用 到 (02)? = Rk, RERAN FASE R <0. 3X (9.1.36) 已 将 o/ 转换 
为 + 的 函数 ,为 具体 写 出 a^ 的 表达 式 , 我 们 考虑 C? M RE H+ 附近 对 7 的 泰勒 
(Taylor) ÆJ., BẸ 


R(r) = Ry — R(ru)(ra — 7) + O[(ra — 7)?], 


l (9.1.37) 
C? = —2kGR(TH)(TH — 7) + Ol[(7H 一 T)?I, 
其 中 
2 
Kg = 3 m TR (9.1.38) 
所 以 
a’ ~ (1 — R)ka(Ta — 7), (9.1.39) 
另外 ， 
,,4U 1-R 
oe du du 
dr 
所 以 
= ^ KG(TH 一 T) 。 (9.1.40) 
于 是 , 式 (9.1.32) 的 第 二 项 在 H+ 处 的 贡献 为 
AN -—9— dr d [dr d 2 
p p s jas n rrr PEE 
(9.1.41) 
可 以 证 明 , 第 三 项 的 贡献 为 0。 所 以 ,H+ 附近 重 整 化 的 能 动 张 量 为 
^ ^ Nd K2 
(0|Tuv|0) = 0, (9.1.42) 


(rul0) = — 56. 
VOTI Ale 
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在 T+ Mb, C? =1、C' « 0. C" = 0, 所 以 式 (9.1.32) 的 第 一 项 贡献 为 零 。 积分 
式 (9.1.40) 得 
kagu ^ —1n rg — 7| + $3 = —In|U + Ry — Ro 一 7TH| 十 常数 ， (9.1.43) 


由 此 可 见 , 当 U 一 7H 十 Ro 一 Ry 时 , wu 一 oo. 于是, 在 .7+ E. 晚期 (在 接近 H* 
873577). 有 
U ce 9. (9.1.44) 


第 二 、 三 项 的 贡献 不 变 , 所 以 


m * K2 
(017,0) = -= > 0, 


48x 
(0/7,,]0) = 0, (9.1.45) 
(0|Tuv|0) Exi) 


它 显 然 不 同 于 式 (9.1.16) 的 结果 , 在 I+, (0/T,,]0) = (0|T,,]0) = 0. 


KG 
=2n f ace tig (9.1.46) 
0 ae xd 
exp (5) 
tA 2 ERRE FUE SEU. 其 中 
kpT = S = (12|tg|n- 5)? . (9.1.47) 


其 中 

Itg| = KG / 0487) l 

t tal = fr ge = — Of lla « Bon 

这 样 , 基于 入 射 真空 |0), 我 们 发 现在 J+ 处 , 有 出 射 正 能 辐射 流 ,而 在 #7+ 处 有 

入 射 负 能 辐射 流 。 根据 能 量 守恒 原理 , 可 以 得 出 结论 : 出 射 霍金 辐射 流 不 是 由 黑洞 

事件 视界 H+ 发 射 的 量子 造成 的 , 而 是 由 从 H+ 外 部 吸收 负 能 流 形成 的 , 这 一 过 

程 造成 了 黑洞 质量 的 丢失 。 

因为 球 对 称 真空 的 时 空 拓扑 是 RY x Ri xS? XE S? 与 欧 氏 几何 中 的 S 相 

Fl. 只 有 径 向 度量 和 时 间 度量 被 引力 场 改 变 ， 所 以 我 们 相信 上 面 关于 黑洞 的 2 维 
结果 , 在 完整 的 4 维 处 理 中 依然 正确 (图 9.1). 
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内 行 负 能 辐射 流 
图 9.1 SEU SERES 


9.2 固定 于 永久 施 瓦 西 黑洞 外 的 探测 需 


在 4.6 节 中 ,我 们 已 区 分 了 三 类 不 同 的 真空 ， 即 布 维尔 真空 |0)a = |0)s、 哈 
特 -霍金 真空 |0)a 和 安 鲁 真空 |0)u。 对 于 不 同 的 真空 , 粒子 器 探测 器 的 反应 是 不 同 
的 ,下 边 我 们 分 别 讨论 。 

1) 布 维尔 真空 |0)B 

对 于 位 置 固定 (r= 常数 ) 的 探测 器 , 标量 场 布 维尔 真空 的 怀特 曼 函 数 在 7 一 
2M 和 一 oo 时 趋 于 [75] 


1 x wdw 
S62) ae OO 

D} = F Exp ke (9.2.1) 

0 (r 一 oo)。 

重 整 化 能 动 张 量 的 渐 近 行为 是 
-1 0 0 0 
0 : 0 0 
1 P w3dw 3 
TIER cet ieee YP ERE M+ 2M IR 

(ORT Os 2M a} exp(8tMw)—-1} 0 0 1 0 ( 当 r 一 2M 时 ) 

2n^|1— —— 3 1 

T 
0 0 0 = 
3 


(9.2.2) 


p (0/77 |0)g = 0 (žr — co 时 )。 
所 以 , 无 穷 远 的 静止 探测 器 探测 不 到 粒子 。 
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2) 哈 特 -霍金 真空 |0)H 
对 于 位 置 固定 的 探测 器 , 哈 特 -霍金 真空 的 怀特 曼 函 数 和 重 整 化 能 动 张 量 的 渐 


近 表达 式 分 别 是 


DE + -———, r— 2M, LA 

H '1952MT C jene 

1 m wdw 
Di > 一 一 , T=, .2.4) 
H E (=) VOUS SHE 

exp| —]-1 
K 
CES | = wdw 
Olin ee f (9.2.5) 
2n^ Jo exp (2) 一 1 


RP a= T -R 是 克 鲁 斯 卡尔 坐标 定义 的 类 光 坐 标 (I 4.6 节 )。 所 以 ,粒子 探测 
器 会 测 到 平衡 热 辐射 。 

3) 安 鲁 真空 [UTE 

对 于 位 置 固定 的 探测 器 ,， 安 鲁 真空 的 怀特 曼 函 数 渐 近 于 


r—2N 1 1 ® dwh(2l + 1)|Bi(w)|? l 
pt 122M 7 f | " 
" 192122M? — 32? M? Jo | [n | (9.2.6) 
w|exp | — |- 1 
KG 

7 一 oo 1 99? dwd(21 +1 wu)? 

pt TT w(2l + DB (9.2.7) 
i 8z?r? 2Nw 
z w| exp (=) = 7 
KG 
重 整 化 能 动 张 量 渐 近 于 
2M\~' 

24 L (1 B 3 qm 
oT, 10 = p B . 9.2.8 
u( | A ju ——: pe i 2MN^ 2M 1 ( ) 

T T 

—] -1 0 0 

了 一 oo E 1 1 0 0 
0[77]0)u — —1—3 9.2.9 
u( | u 19)u Anr? 0 0 0 0 ( ) 

0 0 0 0 

其 中 , uv 取 t、r 等 , 并 且 
| f* d 2 
4l (^, sere cal? T 
0 


wW 
27tw 

exp | — | 一 
KG 


是 黑洞 的 发 光度 , 于 是 探测 器 能 探测 到 来 自 黑洞 的 热 粒子 流 。 
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9.3” 非 静态 情况 


ee ee ee 
(图 9.2). 所 以 真实 的 背景 时 空 不 是 静态 的 。 


TE d 


| 


D 


图 9.2 ”霍金 蒸发 示意 图 


9.3.1 METER 
早 在 1951 年 ， 凡 迪 亚 (Vaidya) 发 现 了 一 个 蒸发 球体 的 度 规 r6l， 即 


ds” = j- O ao? -2avar rag e (9.3.1) 
可 以 证 明 , 式 (9.3.1) 是 爱 因 斯 坦 方程 


Ga 一 —KT,v 


的 解 ， 其 中 PETS 
1 
alae Taser ge — P — 825) 。 (9.3.2) 
在 1984 年 和 1985 4E, 巴 比 诺 特 (Balbinot) 考虑 了 霍金 辐射 对 凡 迪 亚 几 何 的 
反作用。 在 4 维 非 静 态 球 对 称 情况 下 , 因为 不 知道 (0|T,,|0), 所 以 现在 还 不 可 能 求 
解 4 维 半 经 典 爱 因 斯 坦 方程 


Guy = —&(0|T,, 0) (9.3.3) 
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虽然 没有 2 维 的 爱 因 斯 坦 方 程 , 但 在 2 维 共 形 平庸 情况 下 , 我 们 仍 能 容易 地 确定 
(0/77,,]0) « 
2 维 凡 迪 亚 度 规 可 以 写成 
2M (v) 


da? = h = d dv? —2dvdr , (9.3.4) 
用 下 式 引进 类 光 坐 标 u, BH 
/ 4 cu 
du =g fa +2 h — T ar} : (9.3.5) 


q 


其 中 , 9 是 一 个 积分 因子 , 由 可 积 性 条 件 定 出 。 这样 我 们 可 以 把 式 (9.3.4) 写成 


as? = fi - EO pau, (9.3.6) 
T 
可 以 证 明 
1 (M M 3M? 
(O[Toul0) = 31 (5 a 5 | nd 


其 中 , |0) = |0)in 是 安 鲁 真空 , 它 用 类 时 矢量 场 T. R S 来 定义 。 特 别 地 , 在 事件 
视界 上 有 | 

om. x (F-a) ut (9.3.8) 
其 中 , rs 是 事件 视界 的 位 置 , 它 可 以 用 如 下 方法 来 确定 。 首先 ， 由 度 规 知 ,未 来 指 
向 的 径 向 外 行 类 光 测 地 线 的 切 矢 Lr 为 h.s h - d } BE gul” = 0; 其 
次 , 定义 L 方向 的 方向 导数 算 子 


ds _ 8 iT 2MQ()]8. | 
dv di Qv 2 | 7 | Or’ M 
再 次 , 在 外 行 类 光 测 地 线 上 , rw) 满足 
dr 1 2M (v) l 
5 h ar be (9.3.10) 
dr di 2M(v)] M drM(v). 
rim He) = gH (9.3.11) 
最 后 , 事件 视界 的 位 置 re 由 
dr 
ds . z0, (9.3.12) 
d?r aii 
mae (9.3.13) 
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来 定 出 , BI 
< (1 s 3 ii (9.3.14) 
dv |, 2 T 
E TE 
d?r M dr L 
dv? (5 dv T n). ( ) 
其 中 
Peau 
是 发 光 率 。 在 M 的 一 阶 近似 下 , 结果 是 
rg : 2M(1-- AM). (9.3.16) 


容易 看 出 , 在 M 的 一 级 近似 下 , te < 0. 根据 黑洞 的 能 量 或 质量 守恒 原理 , 入 射 负 
能 流 应 该 伴随 一 个 相等 的 出 射 正 能 流 。 从 式 (9.1.47) 可 得 


kpT = (12|tg|x-!)3 = (8xM)-1(1 — 8M)?, (9.3.17) 


这 可 看 成 蒸发 中 的 2 维 施 瓦 西 黑洞 的 温度 演化 规律 。 
在 4 维 蒸发 黑洞 的 事件 视界 附近 ，(0|T,,|0) 可 以 用 2 维 (0|7T,,10) 等 来 近似 。 
把 它 作 为 半 经 典 爱 因 斯 坦 方程 的 源 , 我 们 就 可 以 求 


Guy = —K(0|T v0) 
的 反作用 解 了 。 “4M? 很 大 或 -M < 1 时 ,质量 因 辐射 而 损失 的 速度 为 
M =-a(M?-16a)"! (h=c=G=1), (9.3.18) 

其 中 , a 是 依赖 辐射 量子 的 质量 和 角 动 量 的 无 量 纲 参数 。 在 低温 下 ， 

a~ 1075, 
而 在 极 高 温度 下 ， 

o ~ 1077?, 
当 M? x» 16o 时 , 可 以 重新 得 到 霍金 的 M- 定律 (图 9.3), BI 


M ~ -aM^?, (9.3.19) 
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图 9.3” 凡 迪 亚 黑洞 的 辐射 曲线 
巴 比 诺 特 还 一 般 性 地 得 到 


A 01 0 4 3879 bs (9.3.20) 


Q 
M? 
A (9.3.20) KH, 黑洞 不 会 完全 蒸发 , 发 光 率 有 一 个 上 限 L= 1/2。 

9.3.2 FE 一 IRER 
1977 年 , 卡 梅里 和 凯 依 (Carmeli-Kaye) 发 现 了 一 个 合理 的 轴 对 称 辐射 度 规 ”， 
即 
ds? = h - d dv? — 2dvdr — EUM sin? 0dvdg + p*dé? 
p p 


2M (v)ra? 
d 一 一 一 


—2asin? bdrdw — sin? 0 |^ +a? sin? 8| dy’, (9.3.21) 


其 中 


p =r? +a? cos? ba = BR © 


当 M 是 常数 时 , 该 度 规 化 为 克 尔 (Kerr) 度 规 , 因而 它 可 解释 成 辐射 克 尔 黑洞 。 由 
于 尚 无 法 知道 4 维 辐射 克 尔 黑洞 辐射 流 的 能 动 张 量 的 真空 期 待 值 (0|T,,]0). 我 们 
考虑 对 称 轴 上 (9 = 0,7) 的 辐射 ， 从 而 将 问题 变 为 2 维 问题 "3 。 这 时 ， 


dst zs dh 2M (v)r 
r? + a? 


| dv? —2dvdr, (9.3.22) 


在 事件 视界 rz 附近 , 重 整 化 能 动 张 量 为 


1 £ a? : 
tg = (0[7,,]0) = ———ll--——z|i|i- ; -8M| <0, 9.3.23 
Vou se (rh | (ri) | = 


9.3” 非 静态 情况 «348. 


Epo ort 可 用 与 9.3.1 节 相同 的 办 法 定 出 , Bl rg 应 满足 


all EN: h a | ~ 0, (9.3.24) 
dv r4 2 Gy + a? 
d?r M 2Mr} ] (ri)? —a? 
—| =-M — |1— L - x 9.3.25 
dv? a fri + 2 | (zy 2 (r)? +a? ( ) 
没事 件 视界 相对 稳 态 黑洞 的 事件 视界 的 偏离 是 
Ar, =r} -r,—-r£-M- VM? -a@?, (9.3.26) 


‘EAM 40 所 致 , 应 是 一 个 远 小 于 7 一 +_ 的 小 量 。 在 零 阶 近似 下 , 2M =r} +r, 
a? =ryr_(r_ = M — V M? — a?) XX, (9.3.25) 化 为 


M (r4. 7T_)Ar+ 


Mr, x zr ucc de kb Pes 
求解 , 得 | 
Ar, © ME (9.3.27) 
所 以 
re =T+ |1+ m - d GEM i x 
M (9.1.47) 
kgT = (12|tg|x- ! )!? 
可 得 l , 
kBT = zu h = ad i [ = an = Ba ? 5 (9.3.29) 


如 果 a = 0, x (9.3.29) 回 到 式 (9.3.17). WÈ M = 0, 5X (9.3.29) 回 到 稳 态 克 尔 黑 
洞 的 霍金 温度 

E Tc T. 

~ 2nkg 2(r2 + a?) ° 


依 假定 ， 黑 洞 的 蒸发 只 改变 M 而 不 改变 a(M 7 0, 而 à = 0)， 从 而 随 着 黑洞 的 蒸 
A, V M? — a?/r, = e/r, 一 0。 由 式 (9.3.23) 知 , 4 rt =a =M WM tg =0, T — 0, 
此 时 M 也 应 等 于 零 。 从 另 一 方面 看 , 式 (9.3.27) 成 立 也 要 求 M E ez/r3 更 快 地 趋 
于 零 。 也 就 是 说 ,， 当 辐射 克 尔 黑洞 趋 于 极端 黑洞 时 , 霍金 温度 和 热 辐 射 将 趋 于 零 。 


(9.3.30) 
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9.4 4 维 静 态 情 况 


9.4.1 4 维 静态 情况 


现在 我 们 讨论 在 静态 爱 因 斯 坦 时 空中 热 态 的 能 动 张 量 "9j。 首 先 ,定义 静态 爱 
因 斯 坦 时 空 为 具有 宇宙 学 常数 的 真空 爱 因 斯 坦 方程 


Rup = Aguv (9.4.1) 
KRS. SO 
Gia D^ yy. (9.4.2) 
并 且 
gu = 1 (极端 静态 度 规 )， (9.4.3) 
那么 
G(x,7') = Q7 (z)G(z, z')92-  (a!). (9.4.4) 


把 洛 伦 兹 号 差 改 为 欧 几 里 得 号 差 , dt = -idr, ds = —idsp, 则 温度 格林 函数 具有 虚 
时 7 周期 , 此 周期 是 


Bhat)" AS a (9.4.5) 
具有 虚 固 有 时 u = is 的 德 维特 - 施 温 格 固有 时 展开 为 
GE? (x, 2') = [ Kp(a,2',u)du, (9.4.6) 
0 
这 里 
(vv, + sh) Gelz, z’) = —8*(z,2') = Eu — x), (9.4.7) 
Kg(z,a',u) 称 为 热 核 , 它 遵 循 以 下 方程 
ð 1 se E] m: j 
(x 一 vv, ER] Kez, WY) =O (9.4.8) 
及 边界 条 件 
Kg(z,2',0) = 84(z, 2’) o (9.4.9) 


注意 : 这 里 格林 函数 的 定义 与 5.1 节 中 格林 函数 的 定义 差 一 负 号 。 为 书写 简洁 , 此 
后 略 去 下 标 E. 
人 @ 因 后 面 会 遇 到 共 形 因子 与 外 尔 曲 率 张 量 C,,,、s 出 现在 同一 表达 式 中 的 情况 , 故 将 共 形 因子 改 记 成 2. 
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解 出 式 (9.4.8) 中 的 K(z, xz,0), 并 把 它 代 入 式 (9.4.6), 在 WKB 近似 下 得 到 


其 中 


1/2 x h 
T RGA /* sinh kar 9.4.10 
at a s 8x2r(cosh kar — cos KGT)’ (80) 


2 
A=A(z,2') 2 g^? (a ae (- saben) 365. 


Ox’ Ox! 


Ostir- (Poke 3 维 测 地 线 间隔 ) (9.4.11) 


f= (2 Bo)? | 


x rr BB. G 发 散 , 需 做 如 下 正规 化 处 理 , 即 


其 中 


由 WO 递 推 决定 , 


Gren(Z, z') 2 G(r,z') — G^(z,a'), (9.4.12) 
GŁ (x, a^) 2 (4x) 2A? (207! + vlno + w), 


v= 5 valz, r)", w= 5 ualdsaf jg". (9.4.13) 
n=0 n=0 
对 于 一 般 的 阿达 玛 解 , wo 是 任意 的 。 令 它 等 于 零 , 则 有 


(6^) =Gren = lim [G(z, z) — G*(z,2’)], (9.4.14) 
($2) = Gren = (28822)! Q7?(6k2, + R — 2?R), 


其 中 , ko = (4M)-1。 在 反复 尝试 之 后 , 找到 重 整 化 能 动 张 量 的 一 般 解 ， 即 


Pu 


v 


其 中 , 已 将 (TH) 


对 于 欧 化 施 瓦 西 


N TË + 8a (C; mN) + - SREO", ,ln Q] 
—B[(4RZC™,, — 2H») - Q7 T ‘av — 2H] 


T es 

urit — Q-*I, (9.4.15) 
ren WIA TH, 
H3 as a v 2 v 1 a DB 1 2 v 

a ==RF R + 3RR; + 3 RBRa — RB ) Sk (9.4.16) 

v YV v 1 a Vv 
1,’ =2R,,” -2RR,/ + (je 一 2R。 ) 。 (9.4.17) 
时 空 (4= 0) 


2M "4 
d3? = (1 € :3 dr? 十 (1 一 a) dr? + r7dN?, (9.4.18) 


- 146 . BOR ” 几 个 黑洞 物理 问题 


经 共 形 变换 
ds? = (?ds? = ( = mm) ds? , (9.4.19) 
共 形 于 超 静 时 空 ， 
ds? = dr? + ( = 2M) dr + (1 = M ran , (9.4.20) 


对 应 于 超 静 时 空 式 (9.4.20) 中 的 热 态 


Ti = T Tagata nf fanns (9.4.21) 
“90 ie sl T 8nM 2n’ dd 
由 式 (9.4.15) 得 到 施 瓦 西 时 空中 热 态 的 重 整 化 能 动 张 量 ,， 即 
6M\* (2M\° 
m gy cde ee arm " 
pic Ee et Ne SP NS ANE m _ SH 
" 90 (saz) i 2M \2 (4058; 97) 
pe 
2M 6 
—24 (=) (3858? eso] F (9.4.22) 
我 们 注意 ,即使 回 到 洛 伦 效 号 差 , T. 也 不 改变 。 当 7 一 co 时 , 有 
ag” = T+ Vg M) 9.4.23) 
pzTy—p-oT' = q (82M), (9.4.23) 
2 
对 标量 场 , a = - 当 r 一 2M 时 , 有 
paT = p= -12aT", (9.4.24) 
2 
T#(2M) = 一 有 TB6(8689 + 8/81) + 12(8282 + 8483)] 。 (9.4.25) 


式 (9.4.24) 的 一 个 有 趣 推断 是 , 热 辐 射 的 态 方程 可 能 取 十 分 不 同 于 平 直 时 空 的 
形式 , 这 意味 着 态 方程 的 引力 效应 不 能 忽略 。1992 F, 李立新 和 刘 辽 给 出 了 黑洞 外 
部 热 辐射 的 一 个 新 的 态 方程 &01, 此 结果 引发 了 汪 定 雄 等 一 系列 有 趣 的 讨论 10591, 
9.4.2 ” 瑞 斯 纳 - 诺 斯 特 朗 时 空 及 一 般 静态 球 对 称 时 空中 的 重 整 化 能 动 张 量 

极端 瑞 斯 纳 - 诺 斯 特 朗 时 空 没 有 霍金 辐射 , 我 们 可 以 把 它 看 成 一 个 了 = 0 的 时 
Z. EEEH (Zannias) HERMA (Page) 方法 推广 到 极端 R-N EI, 求 出 其 
布 维尔 真空 的 重 整 化 能 动量 。 
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进一步 , 采用 佩 奇 - 詹 尼 亚 斯 方法 可 以 算出 , 在 任意 R-N 时 空 的 布 维尔 真空 中 ， 
共 形 不 变 标量 场 的 重 正 化 能 动 张 量 为 (85 


288072 
—w?(4 — 3w)? + 8q(1 — w) (8 — 4w — w?) + 16q2(3 — 2w) ` 
X 8r*(1— wq)? 


1 12 > - y 
B(T% nen = gg | al — w + a)(2% ~ 5828% — 384.8%) 


8q(1 — 2w + 3q) ASO SV v 1 v 
下 E (488 — 5%) + — | (48 — 70w + 919)q8j, 


—(3w* + 48q — 82wq 十 10407) (3885 + xn) ! (9.4.26) 
其 中 
2M e? 
w= ——, 4= -3 
T T 


HKEE r 一 oo 时 为 零 , 在 事件 视界 上 不 正则 。 

当 我 们 考虑 R-N 时 空中 哈 特 -霍金 真空 的 重 整 化 能 动 张 量 时 会 发 现 ， 哈 特 - 霍 
金 真 空 的 重 整 化 能 动 张 量 在 事件 视界 上 是 正则 的 , 但 在 柯 西 视界 (内 视界 上 ) 是 发 
散 的 , 这 意味 着 当 考虑 量子 涨 落 时 柯 西 视界 是 不 稳定 的 [86]。 

用 这 一 方法 还 可 计算 出 一 般 静 态 球 对 称 时 空中 物质 场 重 整 化 能 动 张 量 871, 其 
结果 很 复杂 , 这 里 就 不 再 袭 述 。 需 指出 , 借助 一 般 静 态 球 对称 时 空中 物质 场 重 整 化 
能 动 张 量 , 原则 上 ,人 们 可 以 求解 半 经 典 爱 因 斯 坦 方程 的 自治 解 。 


9.5 反作用 问题 的 热力 学 途径 一 一 黑洞 的 膜 模型 


自从 霍金 的 著名 黑洞 量子 辐射 发 现 以 来 ,关于 量子 辐射 对 黑洞 的 反作用 已 经 
做 了 大 量 研究 。 此 领域 中 ， 几 乎 所 有 工作 都 是 首先 找到 合理 的 重 整 化 能 动 张 量 
(0/T,,J0). 把 它 作 为 “ 源 ” 项 , 然后 尝试 近似 地 求解 半 经 典 爱 因 斯 坦 方程 


G,, = —&(0|T,, 0) 。 (9.5.1) 


然而 , 人 们 对 4 维 时 空中 不 同 场 的 “ 源 ” 项 Ta) 知之 甚 少 , 且 已 知 的 形式 也 
比较 复杂 , 因此 实际 上 所 谓 的 动力 学 途径 应 用 起 来 很 受 限 制 。 

这 里 介绍 一 种 研究 施 瓦 西 时 空中 反作用 问题 的 热力 学 方法 8, 39。 此 方法 的 优 
RUE, 它 能 自动 给 出 反作用 效应 的 一 些 重要 结果 , 而 不 必 知 道 (Tv) 的 信息 及 半 经 
典 爱 因 斯 坦 方程 的 解 。 
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9.5.1 ”黑洞 热力 学 与 反作用 

考虑 一 个 孤立 盒子 (任意 形状 ) 包 着 一 个 施 瓦 西 黑洞 , 盒子 通过 一 根 细 长 的 管 
子 与 一 个 渐 近 平 直 区 域 的 活塞 相连 (图 9.4)。 设 黑洞 与 其 自身 的 霍金 辐射 在 盒子 内 
达到 热平衡 。 


(d V), (d V) 
图 9.4 盒子 中 的 黑洞 及 带 有 活塞 的 长 管子 

如 果 在 施 瓦 西 黑洞 与 热 辐 射 之 间 没 有 相互 作用 , 系统 的 总 能 量 已 和 总 9 分 
别 为 

E = Mepy+aT™, (9.5.2) 

S = AnMgg + sor, (9.5.3) 

其 中 , 热 辐射 的 表达 式 恰 是 它 在 平 直 时 空中 的 样子 , V 是 盒子 中 热 辐射 所 占据 的 体 

积 。 
然而 , 施 瓦 西 黑洞 与 热 辐射 的 相互 作用 若 不 能 被 忽略 , 系统 的 总 能 量 和 总 燃 就 


应 分 别 写 为 
E = Mau + My + aT^V (9.5.4) 


和 
4 
S = Sgu + Sy + SR = 4nMÈy + Sy + gary. (9.5.5) 


其 中 , My 和 Sy 是 相互 作用 项 , 包括 霍金 辐射 对 施 瓦 西 黑洞 的 反作用 。 从 式 (9.5.4) 
和 式 (9.5.5) All, 对 于 绝热 过 程 ， 有 


dE=dMy — TdSy — sar tav 
=dMy - TdSy — aT (dV) — Sar (dV), (9.5.6) 
这 里 我 们 已 把 dV 拆 成 两 部 分 即 
dV = (dV); + (dV), (9.5.7) 


其 中 , (aV), 是 运动 活塞 造成 的 体积 变化 ,，(dV )。 是 施 瓦 西 黑洞 事件 视界 膨胀 或 收 
缩 造成 的 洞 外 空间 体积 变化 , 只 要 霍金 蒸发 不 能 忽略 ， 原 则 上 它 不 应 是 零 。 
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5X (9.5.6) 右边 最 后 一 项 是 绝热 过 程 中 系统 对 环境 所 做 的 功 , 是 可 以 存在 的 仅 
有 的 项 。 所 以 , 应 该 有 以 下 等 式 


1 
dEy =dMy = TdSy + gar (dV); 


=TdSy 一 sot *(-dV), é (9.5.8) 
对 于 一 个 具有 能 量 En AU Sy 的 2 维 热力 学 膜 , 热力 学 第 一 定律 写 为 
dEy = TdSy + odAn, (9.5.9) 
其 中 , A 是 膜 的 面积 , o 是 膜 的 表面 张力 。 如 果 
odAy = 3aT(dV)z, (9.5.10) 
或 
0 = sat '(aV)2/AAn (9.5.11) 


则 式 (9.5.8) 和 式 (9.5.11) 的 一 个 自然 物理 推断 是 , 我 们 可 以 把 事件 视界 的 面积 An 
视 为 一 个 2 维 热力 学 膜 ， CRAE En. W Sy 和 表面 张力 oo MA, 式 (9.5.8) 
是 事件 视界 膜 (event horizon membrane, EHM) 的 热力 学 第 一 定律 , 式 (9.5.10) 是 
EHM 膨胀 或 收缩 时 对 辐射 所 做 的 功 。 

所 以 ,在 弯曲 时 空中 由 施 瓦 西 黑洞 和 热 辐 射 组 成 的 热力 学 系统 可 以 当成 平 直 
时 空中 由 施 瓦 西 黑洞 、 热 辐射 和 一 个 2 维 热力 学 膜 (事件 视界 ) 组 成 的 热力 学 系统 
来 处 理 。 我 们 将 看 到 , 这 一 观点 可 以 大 大 简化 弯曲 时 空中 热力 学 的 研究 。 

现在 , 让 我 们 进一步 对 2 维 EHM 引进 如 下 的 热力 学 特征 函数 ， 即 


自由 能 : Fg = Eg 一 TSH， (9.5.12) 
là: Hy = Ey — o Ap, (9.5.13) 
Hm : Gu = Fu - o Ap, (9.5.14) 
则 有 
dHy = TdSy = Apdo, (9.5.15) 
dFy = —SydT + odAp, (9.5.16) 
dGy = —SydT — Agdo o (9.5.17) 


式 (9.5.9) 和 式 (9.5.16) 给 出 


OSH Oo 
Gar e (A | (9.5.18) 


. 150 . 893€ ” 几 个 黑洞 物理 问题 


n" OPH Oo 
(25) (55), +2 (9.5.19) 
所 以 
T (5). Ag Og (9.5.20) 
Eg = --r(57 ) 4p pay Oe, (9.5.21) 
OT Ae 


其 中 , Cs 和 Cg 是 两 个 积分 常数 , 它们 最 多 依赖 于 温度 。 从 量 纲 考虑 ， 有 
(dV)2 = —320\M34,dMpu (9.5.22) 


其 中 ,A 是 一 个 未 确定 的 无 量 纲 正常 数 。 式 (9.5.22)、 式 (9.5.11). 3X (9.5.20) 和 式 
(9.5.21) 给 出 烂 的 面 密度 和 能 量 面 密度 ， 即 


Su 入 2 CS 入 CS 


a Se = Mae MES 9.5.23 
is Ay 8n" Au ~ (8x)? (81)3 m T és 16x Bu 
和 
Ey 入 3 Cg À = CE 2 

ey a ee — Ws 9.5.24 
UH GR Ux | Aq ee qug Bh l ) 

这 里 用 了 平衡 温度 : 
(9.5.25) 


~ 8uMgu 
在 9.5.2 节 中 我 们 将 指出 ,在 由 盒子 中 的 施 瓦 西 黑 洞 和 辐射 组 成 的 热力 学 系统 中 ， 
方程 (9.5.25) 是 唯一 合理 的 平衡 温度 , 所 以 视界 上 的 总 能 量 和 总 炉 分 别 是 


4 入 


Pa = — MG 9.5.26 
H D Br)? BH 十 VE; ( ) 


和 


xL 95.21 
SH = = E + Cs. ( ) 


“FEKAR” KIE pepa R BD A BE EA A 01 


4A a ji 
E ressed = M, ressed — Mi CE 9.5.28 
dressed dressed Ee (9.5.28) 
E 
Sarassa = 4 Me Pied /S, 5.2 
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此 结果 意味 着 , 只 要 施 瓦 西 黑洞 与 它 的 霍金 辐射 处 于 热平衡 , 黑洞 就 穿 上 了 衣服 。 
这 正 是 霍金 辐射 与 黑洞 相互 作用 的 结果 ， 所 以 热平衡 中 的 施 瓦 西 黑洞 自动 包含 了 
霍金 辐射 对 黑洞 的 反作用 。 

“4 Cp =0. \=3Co 时 , 方程 (9.5.28) 正 是 约克 (York) 在 他 的 反作用 方案 中 
得 到 的 结果 式 (5.4), 在 约克 的 论文 中 , Co 是 一 个 特别 的 、 没 有 确定 的 积分 常数 。 
显然 , 式 (9.5.28) 和 式 (9.5.29) 中 的 第 二 项 反映 辐射 对 施 瓦 西 黑洞 的 反作用 。 

对 于 很 大 的 施 瓦 西 黑洞 , 或 者 说 


a 


Mén >A Bn (9.5.30) 

的 情况 , 式 (9.5.28) 和 式 (9.5.29) 意味 着 
Hsessed = Maressed RI Mpu, (9.5.31) 
| RI 5. (9.5.32) 


即 此 时 反作用 可 以 被 忽略 , 这 当然 是 合理 的 。 
因为 式 (9.5.30) 的 量 纲 是 质量 平方 , 由 3 个 基本 常数 Gh. c 组 成 的 质量 量 
纲 的 量 是 普 朗 克 质 量 M2, 所 以 式 (9.5.30) 可 改写 为 


入 
2 2 
Mu > ET MP o (9.5.33) 


(此 处 的 a = 07/15 是 按 电磁 辐射 取 的 )。 如 果 黑 洞 质量 的 下 限 恰 是 My. W 
A z 8? x 15x (9.5.34) 
或 
Co ~ 8? x 15x (9.5.35) 
所 以 , 一 旦 假定 了 施 瓦 西 黑洞 的 质量 下 限 是 Mb， 就 能 确定 常数 和 或 Co 的 量 级 。 
9.5.2 不 确定 性 和 它们 的 消除 
当 考虑 反作用 的 时 候 , 我 们 引进 了 施 瓦 西 黑洞 的 两 种 不 同 的 质量 , 裸 质量 Meu 
和 “ 穿 衣 ”质量 Maresseda。 后 者 在 约克 的 论文 8 中 就 是 Cg = 0 时 的 Meno 
现在 温度 不 确定 性 出 现 了 。 上 面 质量 中 的 哪 一 个 与 式 (9.5.25) 中 的 系统 平衡 温 


度 相 联系 呢 ? 让 我 们 暂时 假定 各 个 热力 学 客体 的 温度 有 不 同 值 , 分 别 用 TR 和 Ta 
表示 辐射 温度 和 黑洞 温度 。 利 用 式 (9.5.5)、 式 (9.5.11) 和 式 (9.5.9) 可 得 


1 
+ (Ger ERIS ) (dV)o o (9.5.36) 
H 
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一 个 孤立 系统 的 热平衡 要 求 烂 达到 极 大 值 ， 即 
dS=0, d*S<0, (9.5.37) 
在 不 改变 总 能 量 和 总 体积 的 条 件 下 ， 


dE = dMpu +dMy + d(aT* V) = (); 
(dV); =0, (9.5.38) 


从 式 (9.5.37) 和 式 (9.5.36) 可 得 


1 
TR = Ty = ——— = T. 9.5.39) 
R à 8TATBH 


这 就 证 实 我 们 在 前 面 所 谈 的 观点 : 只 是 施 瓦 西 黑洞 的 裸 质 量 决定 系统 的 平衡 温度 。 
从 式 (9.5.28) 可 有 


4A a 1 
MBH 7 Maressea | 1 — 9.5.40 
i g j 1 | E (81)? Mies sse em ! | 
把 式 (9.5.40) 代入 式 (9.5.25)， 可 得 
1 4X a 1 | 
x ———— |l r: 9.5.41) 
81M dressed | is 3 (8n)? Mže — | 
如 果 
Ax (Ko + 12)x* mL (9.5.42) 
10 
或 
ko #1.9x107-12>-12 (34A e 8? x 15x), (9.5.43) 
这 正 是 约克 得 到 的 结果 
1 ko + 12 1 
Sf o 9.5.44 
82M dressed ( + 38400 38407 x) i ) 


现在 让 我 们 考虑 粹 的 不 确定 性 。“ 穿 衣 ” 施 瓦 西 黑洞 的 、 移动 了 的 事件 视界 的 
位 置 和 改变 了 视界 的 面积 。 现在 是 


‘a = 2M aressed ; (9.5.45) 


y ae Wl — 16nM2 


dressed ° 


Adressa = i An(r 
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pg NC FK” e PU PU REB OI 


1 
dressed = 了 4aressed ; (9.5.47) 


2 
S du. s cdd i oe on 
dressed — dressed BH 3 (81)? M 

8A a 1 
zc Am M2 ]eB———— ee 
iM | +3 a 


这 样 , MFARRAK 一 个 用 式 (9.5.29) 定义 , 另 一 个 用 式 (9.5.48) 定义 。 但 

是 这 一 不 确定 性 可 以 通过 使 式 (9.5.29) 中 的 Cs 等 于 -(2X/3)[a/(8m)?] 来 消除 。 所 

Dh. 霍金 辐射 作用 在 施 瓦 西 黑洞 上 的 反作用 是 把 黑洞 粹 从 AM, 改变 到 
8A a 1 | 


dun ge ue ul. 
7 in | * 3 (xp M2, 


(9.5.48) 


(9.5.49) 


ERE, 我 们 可 以 把 Sused 表示 为 一 个 表面 精 Aaa 但 是 实际 上 Son 和 Sy 
之 间 有 一 个 重要 区 别 , 即 Se x Any Sy = const。 如 果 我 们 把 Se 归 因 于 形成 黑 
NAD aa Ae a. 那么 Su 就 可 能 是 其 他 的 某 种 东西 , 可 它 又 是 什么 呢 ? 在 纽 
曼 (Newman)- 彭 罗 斯 形式 中 ,外 尔 张 量 可 表示 成 5 ARRERA Vo. VL. Wo. Ws 
和 wy， 并 且 可 用 它们 对 时 空 几 何 进行 分 类 。 在 广义 相对 论 中 ， 所 有 渐 近 平 直 黑洞 
解 都 是 佩 特 罗 夫 (Petrov)D 型 的 , 即 仅 有 v» 是 非 零 函 数 。 对 于 施 瓦 西 黑 洞 


Megu 
Yo = 3 (9.5.50) 
从 式 (9.5.23) 可 得 
Oos~va | Pa| ova ) (9.5.51) 


这 意味 着 施 瓦 西 黑洞 视界 上 的 表面 箭 密度 是 外 尔 张 量 的 函数 ! 它 可 能 正 是 彭 罗斯 
早年 预言 的 引力 场 的 引力 烂 。 如 果 确实 如 此 ,上 述 结果 表明 , 热平衡 中 的 施 瓦 西 黑 
洞 应 该 自动 地 包含 了 引力 场 的 粹 , 否则 不 可 能 实现 热平衡 。 

此 方法 同样 可 以 用 来 研究 克 尔 黑洞 B11 和 克 尔 -纽曼 黑洞 (9 与 其 霍金 辐射 平衡 
的 问题 。 


9.6 引力 热力 学 
物质 场 p 从 \b1,t1) 到 102, t2) 的 散射 幅 为 
(62, talbi, ti) = J piwe, (9.6.1) 
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RFA BR aE Pst, ET Sree BY UA dt 7g 


(dole P 027*019,) 。 (9.6.2) 
如 果 时 间 有 一 个 虚 周 期 
t2 — tı = —iB, 9b2 = 901 =Q, (9.6.3) 
则 
(gle- HB |) p n (mle mt Plo, 2) 
PX (dm|on)e y ies = 2h ^e EN Pis 
二 正则 系 综 的 配 分 函数 (9.6.4) 
其 中 
Hl9n) ES Ex|ó) , 
4 三 5 Ann ， (9.6.5) 
(dn|m) = One ; 
An)? 是 系统 处 于 属于 En 本 征 态 的 简 并 度 。 (9.6.6) 


上 面 的 结果 意味 着 : 如 果 时 间 有 一 个 虚 周 期 , JF OR ne IS IRR 跃迁 幅 恰 是 正 
则 系 综 的 配 分 函数 。 对 泛 函 积分 (9.6.1) 欧 氏 化 后 , 配 分 函数 可 写成 


一 f ^ac ~ e l0», (9.6.7) 

或 
ln Z ~ —I(¢) (用 鞍点 近似 ) 。 (9.6.8) 
上 面 的 结果 可 以 推广 到 引力 场 g, 即 如 果 时 间 有 虚 周期 且 采 用 薛 定 请 绘 景 , 则 

有 
z= | Dige" = (n2. t3| AD, t tı) ~e 19), (9.6.9) 

或 
InZ=-—I(g) (鞍点 近似 )。 (9.6.10) 


为 简单 起 见 , 假定 系统 不 存在 简 并 。 从 


S=- BP, B=2 'exp(-BEs), (9.6.11) 
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DISIR S 和 能 量 (E). B 


S — B(E) --lnZ, (9.6.12) 
a Oe (9.6.13) 
"o - A ) bs 
这 就 是 所 谓 的 引力 热力 学 关系 。 
例 “对 施 瓦 西 黑洞 
I = 2/16x = 吉本 斯 (Gibbons)- 霍金 表面 项 [3]， (9.6.14) 
In Z = =I = —?/16n ~ 零 级 鞍点 近似 ， (9.6.15) 
ð 
))2——InZ-M, 9.6.16 
(E) 98 InZ = ( ) 
S = B(E) +n Z = 4nM? = 1 An, (9.6.17) 
其 中 

B = (kBT)-! = 8xM , (9.6.18) 


此 结果 与 4.3.2 节 的 结果 精确 一 致 。 我 们 把 对 吉本 斯 -霍金 表面 项 的 介绍 放 到 第 10 
章 进行 。 
9.7 量子 施 瓦 西 黑洞 和 暗物质 


引力 量子 化 是 有 竺 解决 的 一 个 基本 物理 问题 。 迄 今 尚 缺 少 一 个 成 熟 的 量子 引 
力 理论 , 这 有 一 点 像 处 于 早期 量子 力学 的 玻 尔 - 索 末 菲 (Bohr-Sommerfeld) IHR. 在 
这 种 情况 下 , 寻找 一 条 半 经 典 途径 来 处 理 引 力 场 量子 化 , 可 能 是 一 个 通 向 未 来 引力 
场 量 子 化 的 一 个 初级 而 有 意义 的 尝试 。 下面 就 来 介绍 这 样 一 种 尝试 I9, 940, 
对 于 经 典 力学 中 的 单 周 期 运动 , 可 定义 一 个 作用 量变 量 !85] 
ee f paa, (9.7.1) 
它 实 际 是 单 周 期 运动 系统 于 一 个 周期 内 在 相 空间 中 所 扫 过 的 面积 。 对 于 单 周期 运 
动 , 系统 的 作用 量 95、 作用 量变 量 S, 和 哈密 顿 (Hamilton) Æ H 之 间 存 在 关系 [86| 
He Se f ifái; (9.7.2) 
在 不 考虑 吉本 斯 -霍金 表面 项 的 情况 下 ,万 应 满足 所 谓 哈密 顿 约束 人 


HB (his, ftis) = 0, (9.7.3) 
D 详细 讨论 见 第 10 章 。 


. 156 . BIR 几 个 黑洞 物理 问题 


其 中 , hij. mij 分 别 是 引力 系统 在 1+3 分 解 中 类 空 超 曲面 上 的 度 规 和 相应 的 正则 共 
斩 动 量 。 在 考虑 吉本 斯 -霍金 表面 项 的 情况 下 (如 一 切 渐 近 平 直 的 黑洞 ), 式 (9.7.3) 
的 五 应 代 之 以 

H'=H +a, (9.7.4) 


'" (Ohi; Oh Me 
vi dd, 9.7.5 
a= lim a E: Ori ) (9.7.5) 


其 中 , s, 是 半径 为 r 的 球面 , ds! 是 球面 上 的 面 元 。 于 是 , 式 (9.7.2) 应 改 为 


其 中 


S=S,- f Hat n (9.7.6) 


这 里 要 特别 强调 , 在 渐 近 平 直 情况 下 , 任 一 经 典 爱 因 斯 坦 引 力 系统 的 哈密 顿 量 HU 
就 是 系统 的 阿 德 勒 - CE - 米 斯 纳 (Adler-Deser-Misner, ADM) 质量 M, 因此 对 于 
“ 任 一 单 周 期 ” 且 渐 近 平 直 的 引力 系统 而 言 , 应 有 


s-s,- d H'dt = f piq- M $ àt. (9.7.7) 
1916 年 , 索 末 菲 在 原子 物理 中 引进 了 所 谓 索 末 菲 作用 量变 量 的 量子 化 条 件 *" 
fr 二 nh (h~ RRB), (9.7.8) 


成 功 地 解决 了 原子 物理 中 的 线 状 光谱 问题 。 以 后 , 朗 道 (Landau) 与 栗 弗 席 效 (Lit 
shitz) 采用 准 经 典 方 法 重新 推导 了 索 末 菲 作用 量变 量 的 量子 化 条 件 ， 并 将 其 修正 


为 [98] 
fr = 2mh (r + 5) o (9.7.9) 


由 于 式 (9.7.8) 和 式 (9.7.9) 并 不 明显 地 与 背景 时 空 度 规 有 关 , 因而 把 它们 移植 
到 广义 相对 论 中 , 用 索 末 菲 作用 量变 量 量子 化 的 思想 来 探讨 施 瓦 西 黑洞 的 量子 化 
问题 。 为 此 , 我 们 要 先 把 式 (9.7.7) 做 欧 化 处 理 ， 即 


l=l,- f Har = $ peaa — MB, (9.7.10) 


其 中 , pe 是 欧 化 动量 , 6 是 虚 时 周期 。 其 次 , 在 施 瓦 西 黑洞 理论 中 , 一 个 具有 最 大 
解析 区 和 最 高 完备 性 的 坐标 覆盖 是 克 鲁 斯 卡尔 解 , 将 其 欧 化 后 为 


32: r . i ; 
$ a 75 xg » 2 2 2102 C 
ds = =M exp ( saz) (aT + dR?) + r2d022， (9.7.11) 
CRB 7 > 2M 的 区 域 , 其 中 
T i T T 
Y SL PAN: MA PT PUT 742 
T Pr 1) exp (355) sin (357) (9.7.12) 


9.7 量子 施 瓦 西 黑洞 和 暗物质 2157 


R= (se 1) ew (I xr) es (==), (9.7.13) 
显然 可 见 ,此 时 虚 时 T 和 径 向 坐标 R 都 是 + = it 的 周期 函数 ,其 周期 为 


B —8xM. (9.7.14) 


而 式 (9.7.11) 所 描述 的 欧 化 施 瓦 西 度 规 是 一 个 周期 为 9 = 8r 的 单 周期 引力 系 
t. 大 家 知道 , 欧 几 里 得 克 鲁 斯 卡尔 坐标 的 这 一 重要 性 质 对 揭示 施 瓦 西 黑洞 的 热力 
学 性 质 有 重要 意义 。 下 面 , 我 们 将 看 到 这 一 重要 性 质 对 施 瓦 西 黑 洞 的 量子 性 质 也 起 
着 关键 性 的 作用 。 

由 经 典 黑洞 理论 知 , 施 瓦 西 黑洞 的 视界 面积 4 为 


A = 16nM? (9.7.15) 
由 式 (9.6.15) 知 其 欧 氏 作用 量 了 为 
I — 4nM?. (9.7.16) 


应 注意 ， 对 于 在 + > 2M 内 的 真空 施 瓦 西 黑 洞 ， 作 用 量 I 中 的 体积 分 贡献 为 零 ， 
不 为 零 的 贡献 仅 来 自 吉 本 斯 -霍金 表面 项 4rM2， 由 式 (9.7.10). 3X (9.7.14) 和 式 
(9.7.16) 可 得 出 


12nM* = f DEdq« (9.7.17) 


仿照 朗 道 - 栗 弗 席 兹 的 结果 , 将 索 末 菲 量子 化 条 件 写成 


f peaa = 2n C 十 5) Mè, (9.7.18) 
Ht, M,—(G-!hc)? 是 普 朗 克 质 量 , 则 


1 1 
MM (» 十 z) M; (9.7.19) 
8 1 
A= = (r $ 5)8 12 ， (9.7.20) 


其 中 , 1? = Gh? 是 普 朗 克 面 积 。 式 (9.7.19) 给 出 施 瓦 西 黑洞 质量 的 量子 化 条 件 ， 
即 


6 
而 式 (9.7.21) 是 施 瓦 西 黑 洞 视界 面积 的 量子 化 条 件 。 


1 1 
M = /= (» 十 5) Mn (9.7.21) 
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不 难看 出 , 量子 施 瓦 西 黑洞 的 霍金 辐射 是 一 个 不 连续 的 分 立 过 程 , 过 程 中 辐射 
量子 的 质量 或 能 量 OM 为 


其 中 ,M7 是 温度 为 了 时 施 瓦 西 黑洞 的 量子 化 的 质量 。 由 式 (9.7.20) 可 以 得 到 施 瓦 
西 黑洞 的 霍金 辐射 过 程 中 , 视界 面积 量子 为 


ôA = 一 /2 。 (9.7.23) 


应 指出 , 采用 不 同 的 量子 化 方案 , 这 个 量子 化 值 中 的 系数 可 能 取 不 同 的 结果 , 例如 ， 
德 雷 尔 (Dreyer) 等 经 由 圈 量 子 化 所 得 的 面积 量子 为 (4ln 3) 1° [99], 
A (9.7.21) P n = 0 对 应 着 量子 施 瓦 西 黑洞 的 基态 质量 Ma, 即 


1 
Ma = 23 M» o (9.7.24) 
量子 施 瓦 西 黑 洞 在 演化 中 存在 一 个 基态 质量 ， 表 示 量 子 施 瓦 西 黑洞 有 一 个 最 小 质 
量 。 任何 量子 过 程 不 可 能 使 得 一 个 量子 施 瓦 西 黑洞 的 质量 低 于 其 基态 质量 Mo。 这 
意味 着 一 个 进入 晚期 强烈 喷射 的 施 瓦 西 黑洞 ， 量 子 力学 的 能 量 量子 化 规则 将 迫使 
它 在 到 达 基 态 时 停止 辐射 , 结果 是 任何 蒸发 的 量子 黑洞 最 后 均 有 一 个 质量 为 Mc = 


ah 的 遗迹 ， 霍 金 燕 发 不 会 把 量子 施 瓦 西 黑 洞 化 为 乌有 ! 


由 于 量子 施 瓦 西 黑洞 的 遗迹 不 再 包含 有 霍金 量子 辐射 在 内 的 任何 其 他 经 典 辐 
5]. 其 存在 只 能 通过 引力 作用 来 探测 ,可 把 此 类 遗迹 称 为 瞳 物质 或 “ 瞳 星 ”。 天 文 
观测 中 通过 星系 的 转动 曲线 探测 出 的 上 暗物质 有 可 能 就 是 这 种 量子 黑洞 的 遗迹 或 瞳 
星 。 泽 尔 多 维 奇 (Zeldovich)、 诺 维 科 夫 (Novikov)009 与 凯 尔 (Carr), 4E sz 19! 等 曾 
指出 , 极 早 期 宇宙 物质 密度 的 涨 落 将 产生 大 量 的 原初 小 黑洞 , 霍金 等 曾 认 为 凡 寿 命 
小 于 宇宙 年 龄 的 原初 小 黑洞 都 已 完全 蒸发 掉 。 上 述 结果 表明 , 凡 寿 命 小 于 当前 宇宙 
年 龄 的 原初 小 黑洞 并 未 消失 ， 而 是 作为 原初 小 黑洞 的 遗迹 变 为 暗 星 或 暗物质 保存 
了 下 来 ,可 认为 星系 的 转动 曲线 所 发 现 的 瞳 星 与 瞳 物质 为 这 种 量子 黑洞 理论 和 泽 
尔 多 维 奇 、 诺 维 科 夫 与 凯 尔 、 霍 金 等 的 原初 小 黑洞 理论 提供 了 天 文 观测 证 据 。 
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10.1 引力 场 量 子 化 的 几 种 方案 


按 广义 相对 论 , 度 规 张 量 w 既是 引力 场 的 动力 学 变量 , 又 是 具有 一 定 因果 结 
构 的 时 空 背景 度 规 。 直 接应 用 通常 量子 场 论 的 正则 量子 化 来 对 引力 场 进行 量子 化 ， 
在 概念 上 存在 无 法 克服 的 困难 。 先 抛 开 这 些 概念 上 的 根本 困难 , 在 实际 中 存在 着 下 
述 常 见 的 引力 场 量 子 化 方案 。 

10.1.1 fiis 4e 


ae 
Juv = "luv 十 Ruy, (10.1.1) 
其 中 , wm 为 具有 确定 因果 结构 的 闵可夫 斯 基 时 空 背景 度 规 ，jv 为 小 量 , 代表 引 
力 场 。 
不 难 证 明 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 Gj = -AT 可 简化 为 


1 
z huv 一 quh ‘Hie = KE yuv o (10.1.2) 
引入 
1 
Xup = huv — zw , (10.1.3) 


在 弱 场 近似 下 ， 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 可 化 为 
Oxy = —2KT,, « (10.1.4) 


现在 可 以 在 背景 时 空 no 上 对 hyla) 进行 量子 化 。 结 果 是 : 对 自由 引力 场 (Tv = 
0)， 可 以 证 明 hy, 是 一 个 二 级 洛 伦 效 张 量 场 , CRE mo = 0、s = 2 的 引力 场 , 并 
且 单 圈 是 可 重 整 的 。 
对 有 源 引 力 场 (Tar z 0). 注意 到 耦合 常数 
mm Ed zIGpeMR dede (10.1.5) 


c 


由 重 整 化 理论 可 知 , 单 圈 是 不 可 重 整 的 。 
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10.1.2 Ef mE e 
l. 路 径 积 分 量子 化 


Y(Ruv,d) = x [ nan jei$ (6), (10.1.6) 


HREUFRUUN Meam 
JC 


件 的 各 种 可 能 历史 路 径 作 泛 函 积分 ， 半 vr 表 示 对 所 有 可 能 的 不 同 拓扑 流 形 求 和 。 
这 种 量子 化 存在 的 问题 是 ; 
(1) 严格 说 来 , 刘 维 尔 (Liouville) 测度 


oo 
= | | doy (10.1.7) 
wt 


在 数学 上 无 定义 。 

(2) 仅 当 欧 氏 化 

S=il (10.1.8) 

之 后 才 有 意义 , 但 是 I 无 下 界 , 其 正定 性 无 保证 ， 故 积分 不 收敛 。 通 常 认为 引入 复 
中 间 几 何 可 以 使 其 收敛 。 

(3) 实际 计算 时 ,多 采用 鞍点 近似 , 这 事实 上 也 是 一 种 微 扰 展开 。 

2. 正则 量子 化 (ADM 方案 ) 

把 时 空 作 1+3 分 解 : M = R x Xa, Xs 为 某 个 3 维 类 空 超 曲 面 , 对 经 典 作 用 量 
变 分 可 以 得 到 两 个 约束 , 量子 化 后 即 得 


Hw-0 ~ 惠 勒 - 德 维特 方程 ， (10.1.9) 
HY =0 ~ WRAAE D 上 的 微分 同 胚 不 变性 。 (10.1.10) 


这 种 量子 化 存在 问题 : 类 似 克 莱 因 - 戈 登 方程 ,无 法 定义 希 尔 伯 特 空间 。 一 般 
可 用 三 次 量子 化 的 方法 解决 这 个 问题 , 但 从 量子 引力 理论 看 , 这 是 很 不 自然 的 。 


3. 阿 希 提 卡 (Ashtekar) 量子 化 

代 之 以 度 规 , 引入 标 架 密度 和 与 其 共 轿 的 自 对 偶 复 联络 , 以 自 对 偶 联 络 为 基本 
变量 , 在 联络 空间 可 以 得 到 标量 约束 、 矢 量 约束 和 规范 约束 , 它们 的 组 合 可 以 给 出 
哈密 顿 约 束 和 微分 同 胚 约束 ; 引入 联络 空间 上 的 波 泛 函 , 正则 量子 化 后 得 到 相应 的 
量子 联络 动力 学 方程 。 
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阿 希 提 卡 的 这 一 表述 可 把 动力 学 方程 变 为 多 项 式 的 形式 , 从 而 可 以 借助 杨 - 米 
尔 斯 (Mills) 规范 理论 来 研究 广义 相对 论 。 但 是 , 为 与 经 典 量 对 比 , 还 需 引 入 实数 
性 条 件 , 而 实数 性 条 件 不 是 第 一 类 约束 , 再 次 使 问题 变 得 复杂 了 。 若 把 自 对 侦 的 复 
联络 改 为 实 联络 , 则 动力 学 方程 就 不 再 是 多 项 式 形式 了 。 

4. 较量 子 化 

在 阿 希 提 卡 变量 的 基础 上 , 进一步 引入 圈 变 量 , 并 在 圈 空 间 上 得 到 哈密 顿 约束 
和 微分 同 胚 约束 , 引入 圈 空 间 上 的 波 泛 函 , 并 进行 量子 化 。 圈 量子 化 是 解决 量子 引 
力 的 一 条 新 途径 , 目前 理论 研究 相对 较 多 , 也 取得 了 一 些 进展 , 但 距 完 备 的 引力 量 
子 化 理论 还 有 很 长 的 路 要 走 。 


10.2 ”路 径 积 分 量子 化 


众所周知 ,满足 薛 定 请 方程 


OW 


的 量子 动力 学 系统 的 波 函 数 (s.t) 可 以 等 价 地 表 为 路 径 积 分 的 形式 , 即 
W(x,t) = N f D|[z(t)]e/5 8001, (10.2.2) 
c 


其 中 , H 为 系统 的 哈密 顿 量 ，5 为 系统 的 经 典 作 用 量 , C 是 满足 给 定 条 件 (终点 为 
x,t) 的 各 种 可 能 路 径 , 其 中 的 任 一 路 径 是 从 某 一 确定 初 态 |i) = zt) 到 确定 末 态 
If) = |z,t), 所 以 


(at) = f etta V (zi,t;)dxi. 
完全 类 似 , 我 们 可 以 把 宇宙 波 函数 V (hij, >) 写成 路 径 积分 量子 化 的 形式 ， 即 


Vj.) = Y^ | Dig Die, (10.2.3) 
M C 


其 中 ，》 是 对 所 有 可 能 的 不 同 拓 扑 流 形 求 和 ， S 是 含 引力 场 和 物质 场 系统 的 经 
M 


典 作用 量 ，C 是 满足 给 定 条 件 ( 末 态 3 几何 和 物质 场 分 别 为 hj 0) 的 各 种 可 能 
“路 径 ”每 一 “路 径 ”是 从 菜 一 初 态 |i) = [hig d) 到 确定 末 态 |f) = jh d) T 
(hs) = | DIDIS vi, of). 如果 初 态 只 有 一 个 |i), 它 是 没有 时 间 、 没 
有 空间 、 没有 度量 、 也 没有 物质 场 的 态 , 记 作 | 无 ), WA Ou) = (FIFE) 就 代表 
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在 某 个 类 空 超 曲 面 (hio) 上 宇宙 从 无 创 生 的 几率 幅 。 把 宇宙 初 态 取 为 无 ,这 是 由 
逻辑 上 的 简单 、 理 论 上 的 自足 所 要 求 的 。 

为 了 使 式 (10.2.2) 和 式 (10.2.3) 有 确定 值 , 我 们 需要 在 复 上 平面 内 把 实时 作 威 
bu (Wick) 转动 或 作 延 拓 t  —ir, 即 欧 氏 化 , 这 时 实 作用 量 S 解析 延 拓 到 复 作 用 
量 这 , BẸ 


Ss | £^ 一 JEN = de meM. (10.2.4) 


T= | severas? 称 为 欧 欧 氏 作用 量 , 是 实 的 。 故 欧 氏 化 后 式 (10.2.2) MR (1 
分 别 可 写 为 
=N f D|z(r)je E0 (10.2.5) 


V (hij, 0 e 人 D|gk]D[oJe ! 99-9 。 (10.2.6) 


按 经 典 的 最 小 作用 量 原 理 , WR HIE. 在 半 经 典 近 似 下 , 式 (10.2.5) 和 式 (10.2.6) 
可 近似 写 为 


P(x, t) ~ NeW?) | (10.2.7) 
W(hij, 0) ~ > one, (10.2.8) 
M 


本 章 由 于 大 量 涉及 欧 化 几何 ,为 方便 起 见 ， 取 号 差 为 (一 ,十 ,十 ,十 )。 如 果 积 分 域 是 
ARHI, W 


| i 
Sas "x gdr(R+24)— — T zi 下， (10.2.9) 
E. 81G 


其 中 ,RR 项 前 较 式 (5.1.3) 多 一 负 号 , 源 自 选用 了 不 同 号 差 的 度 规 。 
kK THO, .Ky = Vas, (10.2.10) 


是 4 维 流 形 的 3 维 边界 OM 上 的 外 曲率 (extrinsic curvature) 或 第 二 基本 型 , EG 
超 曲 面 9M EAA SHE Ry ^s. 后 者 仅 决 定 于 OM 上 的 度 规 hij. n; 确定 
OM A M 的 法 方向 ， h= det (hij) 是 hi 的 行列 式 (进一步 讨论 见 10.3 Pe 
注意 : EA (10.2.9) 中 出 现 了 一 个 边界 项 ， 称 为 吉本 斯 -霍金 项 ea 。 在 由 
- f vatz(R + 24) 通过 对 gu 的 变 分 求爱 因 斯 坦 引力 场 方程 时 ， 如 果 令 OM 
人 4 


上 的 度 规 变 分 及 其 偏 导数 的 变 分 均 为 零 , 则 不 需要 任何 边界 项 , 由 变 分 原理 就 可 以 
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得 到 方程 ; 但 如 果 只 要 求 OM 上 的 度 规 变 分 为 零 ， 而 偏 导数 的 变 分 不 为 零 时 ,就 
需要 这 一 项 了 。 事实 上 , 由 ôs, = 0 和 爱 因 斯 坦 方程 应 得 到 


1 
NE: /—gd*z(R424)— 
l6nG 1 v —9gd x(R4+2A) 


其 中 , OD, 含有 度 规 变 分 的 偏 导数 = À Sgu, 它 一 般 不 为 零 , 因此 必须 在 引力 场 作 
用 量 中 引入 一个 抵消 项 ,吉本 斯 和 喜多 证 明 这 个 托 消 项 为 


1 
P drh? K, 10:9 12 


于 是 , 引力 场 的 作用 量 就 写成 式 (10.2.9) HBX. SOM 为 类 空 超 曲面 时 , 欧 氏 化 
后 , 有 


ic (g" "9D, — g^8D5,)dVA, (102.11) 
OM 


1 1 XE cs . 
Sg > EUM NEL ge (Rg + uua M d?rh2 (—iKg)- i, 
(10.2.13) 
其 中 , KE —iK HK = -ikg, 
1 1 1 
Iy = ral, drd?z /gg(Rg + aco No, d?zh? Kg. (10.2.14) 


当 超 曲面 9M 是 类 时 的 ， 式 (10.2.13) 后 一 项 的 应 改 为 dtd2z 一 —idrd?z, 
Kg = K, MUAA (10.2.14)。 

此 外 , 可 以 证 明 , 4 A=OWM, SIHRA K 3 BE EA D AB E 7623 26221 RR 
定 。 

路 径 积分 量子 化 的 最 大 问题 在 于 L 的 非 正定 性 或 1, 无 下 界 00231( 也 可 参见 正 
作用 定理 [103， i et dole ne 欧 氏 路 径 积分 时 , 积分 将 不 收敛 。 例 如 ,在 作 
共 形 变换 gu = ez2ctz)g 后 , 有 


R = e ?"[R + 6(A, + 43)c], 


其 中 , Al = goon, A» = gh” oi (B XX (7.215) 由 o(z) 的 任意 性 知 , 1, 的 
正定 性 不 能 保持 且 无 下 界 , 因而 对 实 欧 氏 路 径 积 分 是 发 散 的 。 解 决 之 道 可 引入 复 度 
规 的 “路 径 ” 这 时 
Sy = SF +iSi, 
或 
-Ig = iS, = iS — S} = -1® — S(D, 
故 
ee a HE RUM. 
我 们 总 可 以 选择 适当 的 度 规 和 复 中 间 几 何 使 1U9 + SL? 有 下 界 且 积分 是 收敛 的 ， 
显然 这 种 路 径 是 无 穷 多 的 。 
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10.3 ”正则 量子 化 , 惠 勒 - 德 维特 方程 


正则 量子 化 的 步骤 如 下 : 
(1) 把 经 典 理论 改写 成 哈密 顿 形 式 , RH EURIEK. 
(2) 选择 一 个 类 空 超 曲 面 , dE TE T c SEA, 它们 在 此 类 空 超 曲面 上 满 
足 基 本 对 易 (反对 易 ) 关系 量子 化 条 件 。 
首先 , 我 们 对 4 维 时 空 作 1+3 分 解 ， 即 在 时 空 流 形 中 引入 一 个 类 空 超 曲面 ， 
X^ = X"(t,z*), 在 其 上 任 一 点 (t, ri) 引入 法 矢 n^ MR 
axe 


A ml gh (10.3.1) 
Ox , 


(n^, XP) 构成 一 个 局 部 4 标 架 , 它们 满足 

(1) IEACHE: gu Xtn*= 0， 即 法 矢 与 切 矢 正 交 ; 

(2) 类 空 超 曲面 上 的 度 规 : hij = gu Xr*XY， 即 类 空 超 曲面 上 度 规 是 4 维 时 空 
度 规 在 3 个 切 标 架 上 的 投影 ， 由 于 超 曲 面 上 的 诱导 度 规 与 4- 维 流 形 M 上 的 度 规 
有 如 下 关系 


Ruy = gus fy , (10.3.2) 
所 以 ， hij = Ayr Xr XY. 
(3) 类 时 性 : g, n^n" = —1, 即 类 空 超 曲面 上 的 法 矢 是 类 时 的 。 
对 于 类 空 超 曲面 , 我 们 约定 : ij M1, 2, 3. 


图 10.1 时 移 与 位 移 
如 图 10.1 Bras, 设 超 曲面 在 时 空中 作 连 续 变形 。 定义 变形 矢量 NY 为 


NA 二 XA eye Xe, (10.3.3) 
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它 定义 了 坐标 上 流逝 的 方向 。 把 它 在 局 部 4 标 架 上 分 解 
N” = Nn" + N' XP, (10.3.4) 
通常 把 类 时 分 量 N 称 为 时 移 函 数 (lapse function) 或 简称 为 时 移 ， 把 类 空 分 量 Nt 


KAMERE (shift vector) 或 简称 为 位 移 。 
现在 证 明 


ds? = 一 (N2 — N;N*)dt? + 2N;dz*dt + h;jdz*da? , (10.3.5) 


HP, N; = hij Ni。 
证 
ds? = gu dt? + 2g4,dz'dt + gi;dz'dz? , (10.3.6) 
考虑 如 图 10.1 所 示 的 由 超 曲 面 的 变化 给 出 的 时 空间 隔 


gd X" dX" = guy X" X"dtdt + 2g, X" X7 dtdz! + gu XP XY dada? 
= gudtdt + 2gidtdz’ 十 gijdz'da/ , (10.3.7) 


所 以 


Jij ^ XL Xj gu» = X; Xj (hy, — nanu) = XP Xi hy, = hij, (10.3.8) 
gti =N" X? gu, = guy Nn" ANI XP)X? 

—Ng,XF X; = Nha = Ni, (10.3.9) 
git-— APK = N*®N” gw = NN" (hy m Nuno) 

=(Nn" + N'XP)(Nn" + NÍ X7)h,, — N? 

—N'XUN? X} huw — N? 

NN. N”; (10.3.10) 

证 毕 。 
利用 式 (10.3.2) 和 式 (10.3.5) 可 以 把 式 (10.2.9) 的 体积 分 项 改写 为 


1 


Sofas NON == 
al x 16xG M=R! xE; 


d!zh? N[K? — K? Kij + 3R(h)+2A], (10.3.11) 
其 中 
cs BEN »| (10.3.12) 


SOP, Nus, 是 指 N: 在 3 几何 hiy 上 的 协 变 微分 并 取 对 称 化 ，3R 是 由 hy 所 决定 
的 曲率 标量 。 注 意 : R (10.2.9) 边界 项 中 的 K 和 h 分 别 是 包括 初 态 与 末 态 的 类 空 
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超 曲 面 及 接近 无 穷 远 处 的 类 时 边界 上 的 外 曲率 的 迹 和 诱导 度 规 的 行列 式 ， 而 不 是 
内 部 的 类 空 超 曲面 X, EAE. X (10.3.11) 的 证 明 如 下 所 述 。 


g = (N* Ni — N?)h — AY NN; , (10.3.13) 
HP, AY EIERE h 第 i 行 第 7 列 的 代数 余子 式 ，45 = hh, PRL 
g = (N* Ni — N?)h — hh? N,N; = —N?h (10.3.14) 
Bà /—g = Nh?, 又 由 微分 几何 中 的 高 斯 - 科 达 齐 (Codazzi) 关系 可 推 得 
R=?R-K%K;,;+K?. (10.3.15) 


将 式 (10.3.14) 和 式 (10.3.15) RAR (10.2.9) 中 即 可 得 到 式 (10.3.11). 1995 Æ, Æ 
S45 EP BOR (Horowitz) 指出 , 车 考虑 边界 项 , 并 假设 接近 无 穷 远 处 的 类 时 边界 与 
类 空 超 曲面 X, 正 交 ， 则 式 (10.2.9) Dy Al! 


S=- | Nat wa/ Vh(K? — Kj KY + SR+2Ndz 
Dt 
1 /2 2 p42 
二 二 " ol? Kae (10.3.16) 
其 中 ,SP 是 接近 无 穷 远 处 的 类 时 边界 与 类 空 面 E, 相交 得 到 的 2 维 曲面 (图 10.2). 
c Al AK 分 别 是 这 个 2 维 面 上 的 诱导 度 规 的 行列 式 和 外 曲率 的 迹 。 


X, 
图 10.2 ”边界 项 示意 图 


由 式 (10.3.11) 可 知 , 引力 拉 氏 量 为 


1 " 
= Ls i s RGB)+24| | (10.3.17) 
由 于 它 不 是 N 和 Ni 的 函数 , 所 以 
55 
Py a, 10.3.18 
are ( ) 
a INT (10.3.19) 


ET 
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这 表明 , 引力 系统 存在 4 个 初级 约束 , 要求 这 4 个 初级 约束 在 演化 中 保持 不 变 ( 满 
足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ), 导致 4 个 次 级 约束 。 对 于 纯 引 力 的 情况 , 这 4 个 次 级 约束 


是 
o5, E 
BN C P. 
dS, 
ES =—H? = = 
ON? 0, 


它们 就 是 下 面 要 讨论 的 哈密 顿 约 柬 与 动量 约束 。 


即使 是 对 与 物质 偶合 的 系统 , 哈密 顿 约束 与 动量 约束 也 是 存在 的 , 它们 可 以 直 
接 从 波 泛 函 的 路 径 积 分 表达 式 (10.1.6) 中 得 到 。 由 于 式 (10.1.6) 所 表示 的 波 泛 函 不 


含 时 移 N 和 位 移 N,, R (10.1.6) 分 别 对 N 和 位 N 变 分 可 得 
o= f Dig via ass s) aplis ,0)], 


o= f pinla (5) etisi. 4). 
由 g o 的 任意 性 可 得 出 


6S 
aol 
6S 
-=—H; = 
ON? 0 


式 (10.3.22) 就 是 哈密 顿 约束 


5S 1 d 
EE ine aor 6i — K" Kj; — 5R- 2A + 16nGT,4) = 0, 
XX (10.3.23) 就 是 动量 约束 
oS 1 ! 
capo gm pepe e 9, 
或 
(h?r f) -8xGT", = 0, 
其 中 
55m 
| 
Om 1/2 Ar2tt 1/2 Ar2 „tu „tv 
N= =h N?T — h AN gig, 


=h" PN ?(-N" + NEX#)(—NY + NTXPYT,, 


= h T nln’ = -h Tan 


(10.3.20) 


(10.3.21) 


(10.3.22) 


(10.3.23) 


(10.3.24) 


(10.3.25) 


(10.3.26) 


(10.3.27) 
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给 出 物质 场 能 动 张 量 在 超 曲 面 法 线 方 向 的 投影 ， 即 


85S i zs 
19 —16nG—— = M!" (Kh9 — KË). (10.3.28) 


ij 


下 面 我 们 来 证 明 式 (10.3.24) 和 式 (10.3.25) 两 式 。 只 需 注意 


AN Ka KO )2-Kj;K", 
ŽNK? )=—K?, (10.3.29) 
即 可 证 明 式 (10.3.24)。 类 似 地 
5S, 1 


= SPA un l Nh? 133 J K. KIE — K? 
8Ni(r) 16nG ONi J UR ) 


6NG 
- gg | Ni ar d?r (KIE — Kh) — : 


NN 


«gs foe. K h^) hj; (x — 2’) 


AT zzz (c — Kh?) ikhji 
l ga 1 
一 BG ii 


0S5 u 65m Ogu OSa gij 
ôN: Nh gu ON? Nhi 891; ON? NR 
= Nh? (T* N; + T" hji) = Nh? (Tg; +T” gj) 
= Nh 
另外 ， 
LU Ne N* LU 
Ne NF NA NK 
= oP TS At zc ums Wi qu 
ao (^5 - At) + ou (75 yt) j 
1 0 N* 0 1 l : l 
-—N'gel;- WT; +N gaT j- gat; 
=s 0 
=-NT®, 
所 以 
9S, : 
X fT (10.3.30) 
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由 以 上 讨论 易 见 , 在 ADM 形式 、 量 子 引 力 、 量 子 宇宙 学 等 领域 ， 取 自然 单位 制 
16rG 二 记 二 c 二 1 (而 不 是 G=h=c=1), 可 使 问题 更 简化 。 下 面 , 如 不 特别 声 
明 , 都 是 采用 这 一 单位 制 。 

在 自然 单位 制 中 , 由 式 (10.3.28) 可 把 式 (10.3.24) 改写 成 


H =n K,;+h/?(R342A—Tn) = 0. (10.3.31) 
引入 超度 规 (supermetric, 又 称 为 德 维特 度 规 ) 
1 
enki = 3^ "ahy 十 hihjr = hijhpi) ; (10.3.32) 
可 得 
-rij KY = Gin nk, (10.3.33) 
所 以 哈密 顿 约 束 最 后 可 写 为 
H = Gig t +h? (R342A—Tan) = 00 (10.3.34) 


进一步 , 总 作用 量 对 hy 变 分 , 即 得 经 典 几何 动力 学 中 的 演化 方程 。 演 化 方程 
可 以 写成 正则 的 形式 , EWEN hij Mr RAKES. 在 演化 中 ， 
iure WAtfg t h;; 和 on 并 不 独立 , 必须 满足 两 个 约束 方程 —— x (10.3.24) 和 
X (10.3.25)。 对 于 R x X4 的 流 形 ， 演 化 方程 和 约束 方程 等 价 于 爱 因 斯 坦 方程 组 ， 
包含 了 全 部 经 典 几 何 动力 学 (geometrodynamics) 的 信息 。 

现 引入 正则 量子 化 , 即 把 x3 看 成 正则 共 斩 算 符 , 在 类 空 超 曲面 上 满足 基本 对 
DRA, B 


K) 83(7, g^). (10.3.35) 


[hi (2), ^ (2^) = 18,4 


其 中 
83(z,z') = h-1/283(z — 2’), 


则 约束 方程 (10.3.34) 和 约束 方程 (10.3.25) 变 为 泛 函 微分 方程 。 
4 


jecit 
an (10.3.36) 
fto, = -izg 


由 式 (10.3.34) 可 得 惠 勒 - 德 维特 方程 (W-D 方程 )， 即 


8? , 8 
—Gi; 1/2 | P(3) = 019 7 k 
{ jkl Bh hr +h [a 二 2A 一 Tin ( iam?) |} V (hij, $) = 0, (10.3.37) 
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由 式 (10.3.26) 可 得 量子 动量 约束 方程 
Es v0.) l = a (^ie) V (hij, b) 。 (10.3.38) 

现 对 式 (10.3.37) 和 式 (10.3.38) 两 组 方程 做 一 些 讨论 。 

(1) 在 经 典 几何 动力 学 中 , 我 们 得 到 经 典 几何 所 要 满足 的 两 组 约束 方程 。 正则 
量子 化 后 , 得 到 波 泛 函 所 要 满足 的 两 组 泛 函 偏 微分 方程 。 如 果 在 经 典 哈密 顿 约束 方 
程 中 引入 代 换 so = 之 >， 并 添加 一 项 CP. 则 哈密 顿 约束 方程 化 为 哈密 顿 雅 可 比 
(Jacobi) 方程 (HJ 方程 ) 即 LH = 0。 由 于 现在 H. S 不 显 含 时 间 ， 故 在 稳定 
约束 情况 下 & » o). 哈密 顿 约束 即 HJ 方程 , 它 的 解 即 经 典 作用 量 5。 在 半 经 
典 近似 下 ,作为 HJ 方程 的 解 的 经 典 作用 量 5 决定 了 波 函数 。 由 此 可 知 ,量子 哈 
密 顿 约束 方程 或 W-D 方程 就 是 量子 几何 动力 学 中 的 基本 动力 学 方程 , 原则 上 它们 
应 该 适用 于 任何 量子 引力 系统 ,关键 在 于 选择 适当 的 边界 条 件 和 初 值 条 件 。 

(2) 泛 函 偏 微分 方程 (10.3.37) 可 看 成 由 度 规 场 {hij (t,x')} 所 构成 的 流 形 上 以 
Giga 为 超度 规 的 “微分 ”方程 。 可 以 验算 

Gijki = Gjikt, Gijki = Gijik, Gikt = Gilija 
Gikt — CIikl Gt — Ca Gh — gktij 
的 


其 中 
Gk = 5h ^ qti? + hihik — oA RM, (10.3.39) 


独立 的 成 对 指标 是 : 11、22、33、12、13、23, 对 角 元 素 为 G1111、G2222、G3333、G1212、 
G1313、G2323, 号 差 为 (一 十 十 十 十 十 ) ( 详 见 文献 [106]), 故 度 规 场 在 每 一 时 空 点 上 构 
成 一 个 6 维 空间 , BRA 6 维度 规 场 空 间 ，W-D 方程 就 是 6 维度 规 场 空间 内 的 一 个 
双 曲 方程 。“ 一 ”相当 于 度 规 场 空间 的 “时 间 ” 部 分 ,“ 类 时 ”方向 的 一 个 方便 选取 是 
h? 或 三 维 体积 增加 的 方向 , 而 理论 本 身 与 时 间 t 无 显示 的 关系 。 注意 以 下 差别 


4 维 时 空 流 形 6 维度 规 场 流 形 
A(t, 2, y, 2) Fa{hi;(t,2™)} 
HE, EMG" (t, 7m) 


(3) W-D 方程 定义 于 任 一 空间 点 , 在 不 同 的 空间 点 , Shile) 不 同 , 故 泛 函 微分 
方程 (10.3.37) 的 个 数 是 3 维 空间 的 点 数 o03, 应 着 重 指出 : 3 维 类 空 超 曲面 上 的 所 


10.4. 小 超 空 间 模型 Shee 


有 3 度 规 场 集合 {hi;;} 组 成 度 规 场 空间 ， 称 为 超 空间 (superspace)。 超 空间 内 任 一 
“点 ”含有 6 个 “坐标 ”。 当 考虑 物质 场 后 , 超 空间 将 被 扩充 。 宇 宙 波 泛 函 就 是 定义 
在 扩充 的 超 空 间 上 的 泛 函 。 

W-D 方程 是 一 个 在 超 空间 上 具有 德 维特 超度 规 的 6 维 二 阶 泛 函 双 曲 方程 。 由 
Ton 是 空间 点 的 函数 , 在 任 一 空间 点 存在 无 限 多 种 不 同 的 3 度 规 ， 故 超 空 间 也 
可 以 看 成 3 空间 上 的 无 限 维 流 形 , 而 泛 函 微分 方程 (10.3.37) 是 一 个 oc? 维 联 立 方 
f. 

(4) XX (10.3.38) 在 真空 情况 下 显示 了 理论 的 微分 同 胚 不 变性 。 这 是 由 于 在 真空 
情况 下 式 (10.3.38) 化 为 

Ó 
lac V (hij, J : AES (10.3.40) 

证 SE 为 积分 曲线 o 的 切 矢 , 由 & 所 决定 的 3 度 规 的 形式 变 分 为 hjk 一 

hik = hizk 4 Lehir, TE GAS Ir) ABR F : Ee X, 


V(hi;,ó) > vb) + [ duce ua 


ôy 
= W(h;,, drla; + £4), 10.3.41 
(ha, 0) + f Baty + Ss (103.11) 
3X (10.3.41) 第 二 项 积分 后 可 得 
ôv = IE (=) (考虑 3 维 流 形 的 紧 致 性 )， (10.3.42) 
17 D 


动量 约束 式 (10.3.40) KH, 理论 具有 3 维 微分 同 胚 不 变性 , REZA V(hi) MS 
类 衬 超 曲面 的 3 几何 有 关 , 而 与 坐标 系 的 选择 或 度 规 的 选择 无 关 。 

(5) 边界 条 件 和 初 值 条 件 : W-D 方程 是 一 个 关于 (hij, p) 的 二 阶 双 曲 泛 函 变 分 
方程 , 需要 边界 条 件 和 初 值 条 件 来 定 解 。 后面 我 们 将 介绍 在 宇宙 学 中 两 种 常用 的 有 
意义 的 定 解 条 件 ， 即 哈 特 -霍金 的 “无 边界 ”边界 条 件 10" 和 维 兰 金 (Vilenkin) 的 
超 空间 边界 条 件 008, 1091, 


10.4 小 超 空 间 横 型 


超 空 间 是 一 个 无 限 维 流 形 , 无 法 求解 。 如 果 考 虑 上 述 无 限 维 空间 内 的 一 个 有 限 
维 子 空间 一 一 小 超 空 间 , 往往 可 以 对 W-D 方程 近似 求解 。 

在 宇宙 学 中 , 最 简单 的 小 超 空间 近似 是 , 设 3 几何 的 拓扑 是 $3, 因而 字 宙 的 拓 
扑 是 R! x S3, 


ds? = c?[- N? (tjd? -- a?(t)dQ2], .0? = —2, (10.4.1) 
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其 中 , lp = (16rGjic-3)12。 注 意 : A (10.4.1) Po 的 量 纲 为 长 度 , 时 空 坐标 已 无 量 
纲 。 
为 简单 计 ， 设 物质 场 为 共 形 不 变 标量 场 , 宇宙 学 原理 要 求 


b = (t), 
因 其 宇宙 波 函数 只 是 两 个 自由 度 alt) 和 olt) KR, BD 
V = Walt), 8(t))。 
SIA 
x 2 V2noag (10.4.2) 


后 , 经 典 洛 伦 兹 作用 量 可 以 写 为 


N WN |, à adx M, c? A 
me EE s dass ee = 一 全 | 一 = 一 一 | o (10.4. 
f (3) t3 二 a — ra + (Sx) X (^ =) (10.4.3) 


证 
9&8 dn 
al fa. o (dé 1, 
Bus -5 fa ZV 一 9 o ($ ur LE (10.4.4) 
=< 1 3 
leg T faar VZg(R+24) 
这 里 
—R —24 = —60~7a~?(aiN~? — aàN NT? + à? N7? + 1+a?A), (10.4.5) 
da , 
其 中 , a=. KT 
ds? = o?[- N?(t)dt? + a?(t)d 22] 
= C? (g)[-dr? + 42], (10.4.6) 
7 | N(t) Noe MO ge Oy de dad 
其 中 ， C(n) i ca(t), dr dig a(t) dto 令 C (n) vo dn’ = C’ a= dn m dt dn € 
y 
—-R—242z6C-?(D' + D? +k) - 24, (10.4.7) 


=60 ^a ^(a"a !--1—a?À) {k=1) 
=60~7a~?(aaN~? — aàN N 3 + à?N^? c 1— a?2), 


10.4 小 超 空 间 模型 174: 


考虑 到 
f Vagal tt) f o Nadide) = ante! | dta? N J(e) 
=2n204 i dna‘ f(t), (10.4.8) 

其 中 , f(t) 是 t 的 任意 函数 , 在 16rG = hi c— 1 的 单位 制 下 , 有 

ies 3 / dt (=) -te ho (10.4.9) 

Sog ts] e (2) + “Re? 

= a fa [N-e - (Pä NT? — à NN? + aà?N + aN)g| 
2020 


‘ 


E 2 . . 
== fa [aa N=? + 2a?aN~'6¢+(aa2N-! — aN)¢"| 


= > fa (aN~'x? — Na^!x?), (10.4.10) 
式 (10.4.3) 对 N 求 变 分 得 哈密 顿 约束 
o5 1 ON(t) 1|ra.N? 4,2 (9.2 2 
noae a: (54) ^ + aA —X |} 
ZI jx (10.4.11) 
~ 9a N35 ^ N3X COTON = 
引入 
6S a, 
Ta = 5 = ya (10.4.12) 
6S a. 
m= p= Hh (10.4.13) 
式 (10.4.11) 可 以 写 为 
7; +a? — rat — 32 - y? =0. (10.4.14) 
这 就 是 哈密 顿 约束 。 
引入 正则 量子 化 
mig = -ig (10.4.15) 
得 W-D 方程 
2 2 
| ds (10.4.16) 


0a? Ax? 
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引入 位 形 空间 度 规 


del S 10.4.17 
(eae. a: (10.4.17) 
位 形 空间 变量 
[4*3 = {a,x}, (10.4.18) 
和 势 函数 
U (4?) = (a? — Aa* — x’), (10.4.19) 
则 W-D 方程 化 为 
(D— U)v =0, (10.4.20) 
Jj f8 (10.4.20) 在 形式 上 与 克 莱 因 - 戈 登 方程 完全 一 样 。 
定义 
Jos =GP V'05V — VOg V*), (10.4.21) 
则 
0,J* =0, (10.4.22) 


Arp. Je 为 位 形 空间 上 的 守恒 流 。 在 小 超 空间 中 类 空 超 曲面 面 元 dX, 上 ,宇宙 出 
现 的 几率 为 


dP = J*dX, o (10.4.23) 


若 对 波 函 数 v ha, dP 为 正 ， 则 对 v* 而 言 , dP 为 负 。 波 函数 的 几率 不 是 
正定 的 , 或 说 波 函 数 的 内 积 不 是 正定 的 ,不 能 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 

这 是 量子 引力 理论 所 遇 到 的 一 个 严重 困难 ， 克 服 这 一 困难 的 一 个 尝试 是 引入 
三 次 量子 化 或 把 宇宙 波 函数 当成 算 符 , 其 结果 是 把 福 克 表 象 引 入 量子 宇宙 学 中 , 出 
现 多 重 宇宙 的 消灭 和 产生 ,导致 概念 上 的 不 自 洽 。 这 一 严重 困难 的 根源 在 于 , 人们 
企图 统一 广义 相对 论 和 量子 论 , 在 目前 的 理论 框架 下 , 这 种 统一 存在 根本 概念 上 的 
困难 。 

在 把 c 数 变 为 g 数 时 , 会 出 现 排列 上 的 不 确定 性 。 例如， 


a?à? aàaà 2 laa „aà 1 
= — — 一 二 一 一 Qa? 一 二 一 20? To 一 am ce) .4.24 
N? NN “CAN N a 7 ik ) UE 
故 一 般 有 


0 
ed QP o 
We (o x) (10.4.25) 
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其 中 , p 代表 模糊 因子 。 在 一 般 情 况 下 ，W-D 方程 为 


1 8 ð o? 2 4 2 
s nb] yn viU, 10.4.26 
E Oa (« 2) Ox? ; 5 X (a, x) ( ) 


为 了 确定 模糊 因子 , 霍金 和 佩 奇 建议 , 当 采 用 位 形 空间 的 自然 度 规 后 , 微分 算 
符 应 恰 为 位 形 空间 内 的 达 朗 贝尔 (d'Alambert) 算 符 014 。 然而, 这 只 是 一 个 随意 的 
约定 。 

完全 类 似 地 , 对 于 宇宙 常数 为 零 、 引 力 场 与 物质 场 最 小 看 合 的 情况 , 定义 


y = v2na4, (10.4.27) 


$,-5 fa (2) EAE (10.4.28) 


i nde —=g”° (2) — V(¢) 


作用 量 可 写 为 


dt [a N ^! e? — An?o*^ a? NV (9)] , (10.4.29) 


其 中 , a MFP US HX, (10.4.12) 给 出 , y MSHA 


Ty = S= To, (10.4.30) 
哈密 顿 约 束 可 以 写 为 
T? +a? — =n — 4x?c^a*V (à) =0. (10.4.31) 
W-D JERAS HT a P S] vu 3fe D] 26 57 FERE, BI 
(a 一 9 - v) V —0, U =a? — 4x?c*a*V (9). (10.4.32) 


和 前 面 一 样 , 该 W-D 方程 同样 存在 模糊 因子 p 的 问题 。 


10.5 哈 特 一 霍金 边界 条 件 和 维 兰 金 边界 条 件 


欲 使 宇宙 波 函 数 有 唯一 的 特 解 , 应 确定 路 径 积 分 表述 或 W-D 方程 中 的 边界 (E 
初始 边界 ) 条 件 。 讨 论 最 多 的 两 种 边界 条 件 是 哈 特 - 霍 金 的 “无 边界 ” (no-boundary) 
边界 条 件 (H-H 边界 条 件 )ao7] 和 维 兰 金 的 “ 隧 穿 ” (tunneling) 边界 条 件 Q08, 109], 下 
面 ， 分 别 介绍 这 两 种 边界 条 件 。 
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10.5.1 Mt - 霍金 边界 条 件 
gost (10.2.6) Pras, 在 路 径 积分 表述 中 , 类 空 超 曲 面 B 上 的 宇宙 波 函 数 是 


Phyoe = | DlsiDielexp(-D- (10.2.6) 
M 7€ 


为 了 定义 一 个 自足 的 宇宙 波 函 数 , 哈 特 -霍金 选 定 如 下 边界 条 件 : 
(1) 积分 路 径 C 仅 由 紧 致 4 几何 组 成 ,它们 唯一 的 共同 边界 是 柯 西 面 B. un 
图 10.3 Aras; 


(hipo) 


图 10.3 “无 边界 ”边界 条 件 所 考虑 的 几何 示意 图 


(2) 在 唯一 边界 B 上 的 3 几何 hi; 和 物质 场 w 是 给 定 的 , 而 宇宙 的 “ 初 态 ” 是 
没有 时 空 儿 何 、 没有 物质 场 的 态 , 称 为 “无 ”; 

(3) 波 泛 函 及 场 量 的 各 阶 导 数 应 满足 正规 性 条 件 。 

以 上 就 是 H-H W EUR” URR. EE: 比 边 界 条 件 更 合理 的 
是 宇宙 没有 边界 ”(.… What could be more reasonable than the boundary condition 
is that the Universe has no boundary). 

现在 由 “无 边界 ” 边界 条 件 来 确定 基态 宇宙 波 函 数 yp us 这 里 首先 需要 对 基 
态 做 一 说 明 : 严格 地 来 说 , 宇宙 的 总 能 量 无 定义 ,因而 无 法 将 宇宙 的 基态 定义 为 宇 
宙 的 能 量 最 低 态 。 回 顾 在 原子 物理 中 , ZUR TIA SoA. 它 是 具有 最 高 对 称 
性 的 态 。 仿 照 原子 物理 ,我 们 把 宇宙 的 基态 定义 为 具有 最 高 对 称 性 的 4 维 闭 几何 ， 
欧 化 后 , 它 应 是 S* 几何 。 

对 于 欧 化 后 的 St 几何 , RICA ((10.4.1) R, 在 其 中 令 N = 1, 并 作 威 克 转 动 ) 
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ds? = o? (dr? + a° ANZ) 
a (z) (dd? + sin? VAR?) (10.5.1) 
其 中 , > = Ho, a= Hsin’, H = Vo?4/3 是 无 量 纲 的 哈 勃 (Hubble) 常数 ， 
0« 0 «n. 0 — 常数 是 一 个 3 维 类 空 超 曲面 53, (特别 地 , 0 = x/2 为 S^ 赤道 面 
截面 )。 由 式 (10.3.12) 知 , TE 0 = 常数 的 类 空 超 曲面 上 , 欧 化 外 曲率 为 


> 1 Ohi; d : 
Ke S a = oa òi = H sin V cos? , (10.5.2) 
» 3H 
Kg- hU KE PE. = — cot vo (10.5.3) 
cadr o 


引入 欧 氏 化 共 形 时 间 dn = a-ldr 后 
ds? = o?°a? (dn? + dN?) (10.5.4) 
把 式 (10.4.9) 改写 成 用 欧 化 共 形 时 间 表 示 的 欧 化 作用 量 , 注意 到 入 = H?, 得 


1 da\? 
T o-—— MET ess _ 42 4 
g ; [| (=) a^ + Aa 


1 ("sino 
d 7 (sin? 9 — 1 — cos? 9)dó 
0 


1 
“gt — cos? 9) o (10.5.5) 


在 103 节 最 后 的 讨论 中 , RIER, 扩展 超 空间 的 坐标 hy 和 物质 场 $ 并 不 
具有 明显 的 “类 时 ”“ 类 空 ”性 质 , 扩展 超 空间 上 的 “类 时 ”坐标 是 hU, 而 “类 空 ” 
坐标 是 hy = h-1/3hi; 和 pe 显然, 用 这 样 一 组 坐标 来 讨论 问题 ,可 使 问题 得 到 某 
种 程度 的 化 简 。 iA, HARER, 总/ 与 — KL? EAER. T 
是 , 我 们 可 以 把 宇宙 波 函 数 从 表示 空间 (h2, hij, d) 变 到 (K, hay, 内。 

设 IK 为 Ke 表示 中 引力 场 的 欧 氏 作用 量 。 可 以 证 明 , 对 于 形 如 式 (10.5.1) 的 
BER. 有 

I, = 1* ~ —kga?, . (10.5.6) 


Oo 
其 中 ， KE = aH hE = cot s 


证 “只 看 纯 引 力 的 情况 。 在 半 经 典 近似 下 , 采用 h? 和 I Ke? 表象 宇宙 波 
函数 分 别 为 

V (a) ^: .N exp(—I,), (10.5.7) 

(Ke) ~N" exp( I), (10.5.8) 
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其 中 , NM 和 AC 代表 两 个 指数 前 的 因子 , 给 出 量子 修正 及 归 一 化 因子 。 我们 在 后 面 
的 讨论 中 忽略 量子 修正 , 故 不 去 考虑 它们 的 细节 。 两 个 表象 的 波 函 数 由 泛 函 傅 里 叶 


变换 相 联 系 ， 即 


ES 1/2 2 RN 
V(a) — £1 dK vexp (3 fr Kel, d «) (Keg) 


(详细 讨论 见 式 (10.5.16)~ IÈ (10.5.20))。 考 虑 到 


4 4 
JL MPa s /co Kgl, ^d 


MH. +s 
= 8n? Hoa? kelp 2 —-—aðkp, 
3 


所 以 


/ : H . 
~ a, exp |f (ae) 十 ge , 
Ti 3 


比较 式 (10.5.9) 与 式 (10.5.7) 立即 得 到 式 (10.5.6)。 证 毕 。 
由 式 (10.5.6) 及 式 (10.5.5) 可 得 


K 


5 3H? K2 + 1)1/2 


这 就 是 引力 场 欧 氏 作 用 量 的 k 表示 。 由 于 
1 1 


in = 一 一 一 = =H ) 
(14 cot?9)!/2 (1+ k«2)!/2 i 
所 以 
Kp = Ey Vl- Ha’, 
或 
KE 一 


BPa 
把 式 (10.5.12) 代入 式 (10.5.6) 中 , 并 考虑 到 式 (10.5.10) 


£ = -pall F V1- He), 


fes £ r(ü- Fr2a2)a/?| = ze. 


1 
(3H? 


1 ; 1 ip 
I. = agi 005) sin! d Ig = —275 i-um f 


(10.5.9) 


(10.5.10) 


(10.5.11) 


(10.5.12) 


(10.5.13) 


10.5” 哈 特 -霍金 边界 条 件 和 维 兰 金边 界 条 件 -179- 


注意 : 对 于 87.05 H?a? <1 IN, 7, THOU fA. 由 式 (10.5.15) 所 给 出 的 经 典 解 并 不 唯 
一 , 需要 进一步 论证 IL? AIS? 哪 一 个 对 路 径 积 分 贡献 更 大 。 哈 特 -霍金 (1983) 
论证 , 应 取 IL? A. TER: 当 Ha? < 1 B. IL? IC 分 别 对 应 于 Kg > 0 和 
Ks< Us 

哈 特 -霍金 的 论证 如 下 。 

首先 , 把 波 函 数 从 表示 空间 (h1/2,hi;) ZE) (K, hij), WA 


ex ; 4 : E 
(K, hij) ay 6h1/? exp EILUL W(hi/? hij), (10.5.16) 
JO 


ae TES 4 = 
V (h1/2, hij) = -z] SK exp (i5 [ exea) $(K, hij) o (10.5.17) 
T —O00 


注意 到 hM? < 0 没有 物理 意义 , 所 以 当 nU? < 0 时 , 应 有 W(hi/? hij) 20. FÆ, 
由 式 (10.5.16) 知 , 无 论 h!/? > 0, 还 是 hl/? < 0, O(K, hij) Æ K 的 下 半 复 平面 都 是 
解析 的 。 需 指出 , 若 nU? < 0, 利用 6(K,hi;) TE K 的 下 半 复 平面 解析 的 性 质 , 可 
在 式 (10.5.17) 中 增加 一 个 在 K 的 下 半 复 平面 上 无 穷 大 半圆 的 积分 ， 从 而 使 对 K 
UR c sree K 平面 内 形成 一 无 穷 大 回路 ， 其 积分 结果 当然 为 零 。 
这 显然 是 完全 自 洽 的 。 

其 次 , 对 式 (10.5.16) 和 式 (10.5.17) 欧 氏 化 , 即 作 变 换 


K = -Vn > Vng= Ke (10.5.18) 


其 中 , ng = in, Kg —iK. XX (10.5.16) 和 式 (10.5.17) 分 别 化 为 


(Ke, hij) = Sh1/? exp E. hl? Kgd?z | w(hV?, hj.) , 10.5.19 
J , 3 J 


S =f 4 L 
V(h1?, hi;) = =f OKE exp ULL $(Kg, hij) o (10.5.20) 
C 


在 欧 氏 化 复 KE 空间 中 ,积分 路 径 C 应 从 —ioo 到 +ioo, H (Kg, hij) 在 右 半 复 
平面 内 是 解析 的 。 


Im K Im "O 


Re ik= m er IN 
(a— DU 


d 10.4 ”外 曲率 K 的 解析 延 拓 


再 次 , 由 式 (10.5.20) 的 最 陡 下 降 近似 得 中 


- E exp (Zra =l ) o (10.5.21) 


Uw ents = ecl + nee? 


注意 到 : 
(1) gE = ti 是 指数 部 分 的 分 支点 ， 也 即 二 根 割 线 的 起 点 。 为 看 出 这 一 点 ， 可 
4 kg — i- pe?, MWA 


(K2 +1)! = (ke +i)? (kg sijas [91-4 pe) a 
由 于 kg —i- pe ^*?9 代表 同一 kg 点 , 但 函数 (K3 + 1)? 变 为 负 值 , 即 
(Kz, ET yu =x (Oi pe Otm fpe t/z - 0 pp gp, 


ML (k + DU2 是 双 时 黎 曼 面 , 其 支点 在 kp = ti, DURA ABU, 可 将 它 
化 为 两 个 单 值 单 叶 函 数 。 
dn i ny 


取 极 值 的 KE > 0 的 点 。 qe? 一 取 极 值 为 


: hea a? + —— f [e M 
vU CT ag (1 + 6)172 


ETT 
oH. NEN EE A. E 
~ 3° 3H?(1x 2/2 3H2 (1+ K2)” 
Ha 1 1 
3 3H? (14- 62)3/2 ’ 
则 可 得 
1 
KR 一 Ha le 
(D 最 陡 下 降 法 求 线 积分 


f(z) = [ g(t) dt, (z > 0， 1 为 复数 ) 


WF: B A(to) = 0 决定 A(t) 的 极 值 点 to, VER. t 平面 内 解析 移动 积分 路 径 , 使 其 
(1) 以 a. b 为 端点 且 过 to 点 ; 
(2) 沿 积分 路 径 有 Im(h(t)) = Im(h(to)); 
(3) 在 to AM, 沿 积分 路 径 ， Re(h(t)) 都 是 下 降 的 。 
满足 上 述 条 件 的 积分 路 径 称 为 最 陡 下 降 路 径 (the steepest decent path)C。 可 以 证 明 , 此 时 


f(z) ~ i Z tetto "prs 
其 中 , a 和 bo 由 h(t) = acio 定义 。 详 见 文献 [44]. 
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B4 Hali, 
1 
Kp = Ez V1 — H*a 


a 


此 即 式 (10.5.12)。 故 最 陡 路 径 C 应 是 kg = z- 1— H?a? 的 直线 ,如 图 10.5 所 
示 。 


Im Kg 


图 10.5 ”Ha < 1 时 的 最 陡 下 降 路 径 
由 此 可 见 , 在 最 陡 下 降 近似 下 , 仅 需 考虑 Ke > 0 处 的 IL 值 。 


V ~N exp[- IC] 


=N exp lam [i — (1 — 2d \ 


3H? 
=N exp Lun = zi = may (10.5.22) 
所 以 
VU (a) == N exp (3) , (10.5.23) 
注意 : 
sin) = Ha = 23 - ; are : (10.5.24) 


Ha < 1 意味 着 [3 球 半径 ]<[4 球 半径 ]， 此 时 几何 是 一 个 4 球面 ,如 图 10.6 所 示 。 
这 表示 宇宙 处 于 欧 几 里 得 演化 区 。 R (10.5.23) 表示 , 在 宇宙 的 欧 几 里 得 演化 区 , B 
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着 a 的 增 大 ， 宇宙 波 函数 按 a? 的 指数 增 大 。 特 别 是 在 式 (10.5.23) P, 4a = 0 
时 , V(a— 0) 是 一 个 不 为 零 的 有 限 值 , 满足 波 函 数 的 正规 条 件 , 因此 在 经 典 宇 宙 学 
的 奇 点 处 ,量子 宇宙 学 却 是 正规 的 。 波 函数 的 指数 解 相当 于 经 典 禁 区 的 欧 几 里 得 演 
化 。 


S 


图 10.6 Ha< 1 时 的 几何 
当 Ha > 1, 即 [3 球 半径 ]>[4 球 半径 ], 对 应 于 德 西 特 几 何 。 这 表示 宇宙 处 于 洛 
伦 效 演化 区 ,， 且 处 于 暴涨 相 。 这 时 , DL RMA CUN. BI 
KE = 二 (有 202 Sir, (10.5.25) 
AAS} PE e Dy Ae ISTE Hz f. IB PI SE AY ee BE PRE, Und 10.7 所 示 。 在 最 
陡 下 降 近 似 下 , DIR ASE SA SEE KE 与 Kp 处 的 IF 值 , 故 
WN [e Ke) 4 emt] 
二 tesis (a? | 


1 
3H? 


=2N cos | (H?a? 一 y (10.5.26) 


Im Kg 


Re Kg 


图 10.7 Ha > 1 时 的 最 陡 下 降 路 径 
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在 其 中 的 第 二 个 等 式 中 ， 我 们 已 把 1/6) 因子 吸收 到 N 中 。 这 是 一 个 实 周 
期 函数 的 振荡 解 ， 相 应 于 经 典 允 许 区 的 洛 伦 兹 演化 。 直 接 求 解 相 应 的 W-D 方程 
(10.4.26), 分 离 变量 后 可 求 得 如 图 10.8 所 示 的 数值 解 。 


G4 洛 伦 效 演化 ”一 一 
(Ha<1) (Ha>1) 
图 10.8 W-D 方程 的 数值 解 
包 迹 线 表示 不 同 3- 球 出 现 的 几率 
考虑 标量 场 o. 在 最 小 耦合 情况 下 ， 
1 1 
其 中 , ARRA i 
V(Q) = jme? 4 pe à (10.5.28) 
注意 : 这 里 的 和 是 6 场 的 自 相互 作用 耦合 常数 , 它 不 同 于 前 面 的 重新 标 度 的 宇宙 
常数 。 欧 氏 化 后 , 得 到 欧 化 作用 量 


I= / vgedrd?z £ z- Ge 十 5 (0,6? +V(¢)| o (10.5.29) 
利用 欧 化 爱 因 斯 坦 方程 得 
Re = —8nG[((0,9)? + 4V (9)] (10.5.30) 
或 
I=- 1 vVged'zV($), = —V($). (10.5.31) 


车 在 所 考虑 空间 内 oxo = 常数 , 则 Lox — V (bo) = 常数 与 带 宇宙 常数 的 纯 
引力 欧 化 拉 氏 量 A = ea UA) -i 的 形式 相同 ，8xGV(po) 起 着 字 宙 
常数 的 作用 ， 此 时 无 量 纲 的 哈 勃 常数 为 


| 8nGo? 
|| 8 


H? V ($0) = 4x?o*V (do) = V (ġo) « (10.5.32) 
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当 qa2V($) <1 时 ， 


ZH_H ~ exp (se fı | eve }) ~e /2 ， (10.5.33) 


这 是 在 经 典 禁区 的 欧 几 里 得 演化 的 波 函 数 。 
当 a?V(o) > 1 Ff, 


3V (¢) V(g) 
—exp (sr) (oY +e"), (10.5.34) 
其 中 
= TU la? V (o) — 197 = : (10.5.35) 


它 给 出 在 经 典 允 许 区 的 一 种 洛 伦 效 演化 。 

由 此 可 见 ，H-H 量子 宇宙 学 给 出 了 宇宙 由 “无 ” 创 生 , 经 过 欧 几 里 得 演化 最 后 
进入 经 典 允 许 区 的 洛 伦 兹 演化 的 图 像 。 

我 们 知道 ， 满 足 欧 化 的 爱 因 斯 坦 方程 的 解 是 引力 瞬 子 解 ， 而 瞬 子 解 对 应 于 经 
HAK, 它 给 出 由 它 连接 的 两 个 经 典 允许 区 域 之 间 的 量子 跃迁 的 几率 幅 。 注意 到 ， 
在 H-H 宇宙 波 函 数 所 对 应 的 构 形 中 ， 引 力 瞬 子 解 的 一 端 是 经 典 允 许 区 ， 而 另 一 背 
是 “无 >， 这 个 “无 ” 是 指 即 无 时 空 又 无 物质 , 因而 H-H 宇宙 波 函 数 给 出 了 宇宙 从 
“无 ” 创 生 的 几率 幅 。 

10.5.2” 维 兰 金 边界 条 件 


在 形 如 式 (10.5.27) 的 、 标 量 场 与 引力 场 最 小 耦合 的 宇宙 模型 ，W-D 方程 由 式 
(10.4.32) 给 出 , 考虑 到 模糊 因子 ,可 将 其 改写 为 


o> p90 1 5 
二 5 十 一 一 一 一 一 一 V (a,q) = 0, 10.5.36 
là y aða a?0g? ieee Mig e een ) 
其 中 
2— 549.249 
diia | ] (10.5.37) 
U (a, yp) = a?[1 — 4x2o*a?V (9)] = a?[1 — a?V (yp)]。 


B p-1,5lX o x Ina, XX (10.5.36) 化 为 


| 0? o? 


a zi Bg =. e7°U (a, v) V (a, v) 一 0。 (10.5.38) 
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其 中 , a, a 的 变化 范围 为 : 0 < a < oo, —oo <a < coo; o 的 变化 范围 为 -oo < 
p < oo. 在 位 形 空 间 (a,p) F, a 是 类 时 变量 , y 为 类 空 变量 , 它们 构成 一 个 2 
维 闵可夫 斯 基 空 间 , 故 可 作 如 图 10.9 ARDS BB. 


FAI etim) 


CQ 一 十 Co 
,92= +00} 
Q 一 十 oo 


P P(p=+oo, aA BR) 


Q— —oo 
| p=+00) 


Mois 
三 ( 420 emm) 
图 10.9 ”小 超 空间 的 彭 罗斯 图 

维 兰 金 将 位 形 空 间 的 边界 分 为 两 类 , 一 类 是 奇异 边界 ， 另 一 类 是 非 奇 异 边界 。 
人 在 奇 异 边界 上 , a 和 ”中 至 少 有 一 个 发 散 ; 而 在 非 奇 异 边界 , a 与 o WARE. ME 
一 的 非 奇 异 边界 只 能 是 DIO. 而 75. 19. 1* 都 是 奇异 边界 。 

定义 位 形 空间 的 几率 流 为 

J= ; vy — VN V*)., (10.5.39) 

由 WKB 近似 可 得 


V ~ etis, (10.5.40) 


J~ FVS, (10.5.41) 
其 中 , 半 经 典 轨道 的 S 是 (参见 式 (10.5.33)) 


S-il- E - (1—a?Vys/2], (10.5.42) 
在 边界 1- 和 J 了- E, (a > 0) 
as as 
Jo) Ta T9 (p=) (10.5.43) 
JO ~O, 
考虑 到 7 = DÀ eo (WL ~ (1 å)a), 故 


JO) ~ xa?à, (10.5.44) 
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其 中 “+ ”号 相应 于 (+iS),“ 一 ”号 相应 于 (iS). WERE, JO > 0 为 位 形 空间 的 
Hat, JO < 0 为 位 形 空 间 的 入 射流 。 

维 兰 金边 界 条 件 的 表述 为 : 在 位 形 空间 的 奇异 边界 处 ,几率 流 应 为 出 射流 ; 在 
位 形 空 间 的 非 奇 异 边界 处 ,几率 流 应 为 入 射流 。 例 如 , 在 7- Ab. JO = aà > 0. 
但 在 此 处 a < 0, BUH “S—” 5, gk wre i; fE Ah à 5 0, JO <0 为 入 射流 ， 
同样 应 选 “ 一 ”。 

于 是 , 我 们 得 到 如 下 结果 。 

X a? V <1 时， 


Pv (a, o) exp iS) ~ exp ( Na fi n eva) 


1 Be ai 2 
~exp { > 1 ( sev || = e77, (10.5.45) 
3V (4) 2 


这 是 指数 衰减 函数 , 相应 于 欧 几 里 得 区 的 隧道 效应 。 
X aV > 1 时， 


Vy (a, p) ~exp | -二 | exp f- E a^ V (9) — i} } (10.5.46) 
i 3V(O)j 3V(p) 


这 是 振荡 函数 , 相应 于 洛 伦 效 区 。 

由 此 可 见 ， 维 兰 金 量 子 宇宙 学 也 给 出 了 宇宙 由 “无 ” 创 生 , 经 过 量子 隧道 效应 
而 进入 经 典 区 的 洛 伦 兹 演化 的 图 像 。 
10.5.3 ”两 种 宇宙 波 函 数 的 比较 

现在 对 哈 特 -霍金 的 “无 边界 ” 边界 条 件 和 维 兰 金 的 隧道 边界 条 件 作 一 些 比 
较 。 

1. 波 函 数 的 形式 比较 

由 哈 特 -霍金 的 “无 边界 ”边界 条 件 得 出 , 宇宙 从 无 创 生 之 “ 初 ” 的 宇宙 波 函 数 
为 下 一 ea /2, 即 在 经 典 禁 区 波 函 数 随 a 的 增 大 作 指 数 增长 , 在 普 朗 克 尺 度 附近 演 
化 转 入 经 典 洛 伦 效 演化 。 由 维 兰 金 的 隧道 边界 条 件 得 出 , 宇宙 从 无 创 生 之 “ 初 ”的 
宇宙 波 函 数 为 到 ~ e-" /2,， 即 在 经 典 禁区 波 函 数 随 a 的 增 大 作 指 数 衰减 。 这 在 形 
式 上 更 符合 宇宙 经 历 一 个 经 典 禁 区 的 隧道 效应 达到 经 典 允 许 区 ， 并 开始 洛 伦 效 演 
化 的 宇宙 创 生 于 无 的 图 象 。 

2. y d iid 9 = CPT 不 变 问 题 

设 任 一 标量 函数 在 C、P、T 变换 下 分 别 为 
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Py (zx,t)= £y(—z, t), (10.5.47) 


其 中 , €=+, WE O=CPT 变换 下 有 
Ov(z,t) = €¥*(—a, —t) o (10.5.48) 

由 于 任何 宇宙 波 函 数 v(a, hijo) 都 不 显 含 时 间 +t ， 故 有 

TW(h'/? hij, à) = (h, hij, 0), (10.5.49) 
这 意味 着 ,同一 个 宇宙 波 函 数 既 可 以 描述 宇宙 的 膨胀 相 ， 也 可 以 描述 宇宙 的 收缩 
TH. 在 小 超 空间 近似 下 , 三 维 类 空 超 曲 面 是 均匀 各 向 同性 , 因而 有 

P V(h? hi, d) = V(hV?, hi, d). (10.5.50) 
这 一 结果 对 所 有 小 超 空 间 近似 的 宇宙 波 函 数 都 成 立 。 最 后 ， 对 于 由 无 创 生 的 宇宙 ， 
一 切 荷 都 为 0, 所 以 对 于 这 样 的 宇宙 波 函 数 应 是 实 的 。 于 是 有 

C V(h?. hi; à) = V(h?, hi, d). (10.5.51) 
所 以 , 哈 特 - 堆 金 宇宙 波 函 数 和 维 兰 金宇 宙 波 函数 都 在 8 = CPT 变换 下 保持 不 变 ， 


即 
9VH_H= Vg ug, OU, = Vy. (10.5.52) 
3. 充分 暴涨 问题 
为 了 在 广义 相对 论 框架 内 解决 视界 问题 、 平 直 性 问题 和 磁 单 极 问题 , 需 在 宇宙 
的 极 早 期 引入 一 个 指数 膨胀 阶段 ， 称 为 暴涨 阶段 。 
首先 我 们 指出 , 在 经 典 的 爱 因 斯 坦 宇宙 学 中 , 存在 原初 暴涨 是 一 个 相当 一 般 的 
结果 


引入 a = Ina Ja, 考虑 相当 一 般 的 、 含 最 小 耦合 标量 场 o 的 爱 因 斯 坦 作用 量 
( 见 式 (10.4.27)~ IÑ (10.4.29)、 式 (10.5.27)) 为 


S 1 dtN 3a à? e [j —2a 
=, die obs | (10.5.53) 


-à? Fg? +2V(y) =e, (10.5.54) 
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由 = = 0 AI (10.5.54) 得 
ba i 


à = —2p — a? + 2V(y), 


yp = —3ay 一 V'(y) : 
xk (10.5.54) 可 改写 为 


Eu fs T 1 
-4 +P + 2V (o) ome 


BA, 4a OM, H+ 2V(y) A. WA 


da ? 
($) dub 


da 


erue — +1. 
dr 


a—40 


M aV = 1+( 经 典 允 许 区 刚刚 出 现 ) 时 ,由 式 (10.5.57) 知 ， 


一 +¢7+V(~) =0, 
另外 , 由 式 (10.5.56) 知 
o al CE _ Hy), 
在 经 典 允许 区 刚刚 出 现时 , a 非常 小 , 所 以 由 式 (10.5.61) 知 
e 5:0, 
TEX (10.5.62) 带 入 式 (10.5.60) 得 
(4)? =Y(p)， 
其 解 为 


a(t) x elo t ， 


其 中 , Vo =Y(po) 是 a 很 小 时 y 场 的 势 。 这 正 是 原初 暴涨 。 


(10.5.57) 


(10.5.58) 


(10.5.60) 
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在 随机 混沌 暴涨 模型 (如 V = 5m242) 中 , 充分 暴涨 条 件 要 求 , 经 暴涨 及 其 后 
的 膨胀 , 目前 字 宙 泡 的 半径 不 得 小 于 可 观测 字 宙 的 半径 1028 cm ~ e65 cm (这 里 用 
到 了 ez = [poo 故 


,65 
-i (10.5.65) 


OQ; Ao 


1/2 
ela (tg —ti) 


其 中 ,t,ty,ai,ay 分 别 是 暴涨 开始 和 暴涨 结束 的 时 刻 及 相应 时 刻 的 太 度 因子 ，ao 
是 现在 的 尺度 因子 , ao/ay 是 由 标准 大 爆炸 宇宙 模型 给 出 的 宇宙 膨胀 倍数 .所 以 ， 


1/2 
— xg Ee 
Vo aud) = 2 E (£g—t;) = m|polo(ts—ti) > 65—1n(oa;)—1n(ao/af), 


由 此 可 得 
142 — Ina; 一 In(ao/ay) 


(m/Mp)(t¢ — ti) 
可 合理 地 要 求 极 早期 o 场 的 动能 和 势能 随机 值 不 得 大 于 普 朗 克 能 量 Mc”, BI 
Vo<1 或 |óo| X dy, (10.5.67) 

而 足够 热 化 又 要 求 有 足够 的 真空 能 Vos 使 得 在 热 化 后 将 宇宙 加 热 到 大 统一 的 温度 ， 


|po| 2 psuf = (10.5.66) 


Vo z Vinin 或 [o = usin o (10.5.68) 
HIR (10.5.64). 3X (10.5.67) 及 式 (10.5.68) 得 
Qmin < Dsuff < Idol < dpe (10.5.69) 
在 位 形 空间 (a, o) 作 类 空 超 曲面 a = 常数 ， 则 
2 
(P= Jas "uu de, 10.5.70 


此 处 Ja = ef2/3Y(9) 为 振荡 函数 的 振幅 平方 , 其 中 “4+”、“--” 号 分 别 对 应 于 Yau 
F yy. MERIR (Halliwell) 定义 充分 暴涨 几率 为 


Pp 2 
dy exp E Tal 
P = Ósuff 3V(¢) 


= op MODE NO) o 
f dy exp E 
Ómin 3V(q) 


对 Vu gu Bx ut d 5, 此 时 两 个 积分 的 主要 贡献 来 自 Ósuft 和 Prin 的 邻 域 ， 故 


(10.5.71) 


Pele 
对 Uy, W” Sp, 此 时 两 个 积分 的 主要 贡献 来 自 加 的 邻 域 , 故 
P~1l. 


可 见 , 维 兰 金 量子 宇宙 学 可 预言 充分 暴涨 , 而 哈 特 -霍金 量子 宇宙 学 不 具有 充分 暴涨 。 
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10.6 ”量子 宇宙 学 与 观测 宇宙 学 
观测 宇宙 学 的 结果 要 求 量子 宇宙 学 应 能 解决 宇宙 的 平 直 性 问题 、 各 向 同性 问 
题 、 涨 落 问题 和 维 数 问题 等 。 
10.6.1 平 直 性 问题 


佩 奇 曾 证 明 L113, 114. 至 少 在 弗 里 德 曼 - 罗 伯 进 -沃克 -标量 耦合 的 小 超 空 间 近似 
中 ,密度 参量 
A= PO 
pe 


的 几率 分 布 已 对 于 vica 为 
P n RPR- I", (10.6.1) 
2 
其 中 , pe = 279 ~ 10-30 g/ems。 因此 , 至少 H-H 量子 宇宙 学 可 解决 字 宙 的 平 直 性 
问题 。 
10.6.2 ”各 向 同性 问题 


霍金 和 和 鲁 特 瑞 尔 (Luttrell)! 以 及 阿姆斯特丹 斯 基 Amsterdamskill16 指出 ， 
小 超 空 间 近似 下 ,在 均匀 字 宙 中 , 空间 各 向 同性 的 几率 最 大 。 

为 了 讨论 空间 各 向 异性 问题 , 应 把 FRW- 标量 看 全 的 小 超 空间 近似 推广 到 各 
向 异性 情况 。 最 简单 的 推广 是 比 安 其 (Bianchi)IX 宇宙 ,此 时 度 规 为 


ds? = g?(—dt? + e? [ef] ww) , (10.6.2) 


Rm, Bi; (t) 是 3x3 无 迹 的 对 称 矩 阵 , wt 是 3- 球 上 的 三 个 1- 形式 , do! = ew Au s 
ARER, 可 令 8 矩阵 对 角 化 ， 并 选取 参数 9+ 如 下 


(Bij) = diag(B+ + 3'/?6_, 8, — 3?8.., —28,). (10.6.3) 
小 超 空间 坐标 为 (o, 86; ,8_,w), W-D 方程 为 


(ome x NU. MTM es de m?) V — 0, (10.6.4) 
Oa 


EP, M? = e'^V(8,,8.) - e$?0?m??, m 是 标量 场 的 质量 。 在 小 超 空 间 非 奇异 边 
FE, M? = 0, Pmp? 项 相当 于 无 量 纲 化 的 宇宙 因子 项 , 04 e^. 指数 增长 时 , (84,9) 


x 2 
保持 恒定 。 此 时 ,标量 场 无 量 纲 化 的 能 量 密度 p = (SE) + om2w2 RERE, 
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2 2 x 2 3 f 
而 “各 向 异性 能 量 密度 ”ps = 6 + (22) pem (v n >) 以 e-ze 速率 
而 减 小 。 在 指数 膨胀 结束 时 ，ea 增加 因子 exp (54). 其 中 wo BI o 的 初始 值 , 故 
pp ~ exp( 一 9J2)pm， 只 要 eo 增 大 10 (m/M,)? 倍 ,， 即 可 使 
Ppp/ Pm «10799, 

这 就 保证 了 目前 值 小 于 观测 值 的 上 限 10-2, 
10.6.3” 涨 落 问 题 

哈里 威 尔 和 霍金 考虑 了 FRW- 标量 耦合 的 小 超 空间 近似 中 偏离 均匀 各 向 同性 


的 涨 落 问题 ， 得 到 一 个 近似 标 度 无 关 的 且 符 合 观测 值 的 密度 涨 落 谱 07， 他 们 假设 
微 扰 FRW 度 规 为 


ds? = o?°[-(N? — N,N')dt? + 2N;dz'dt + a? (Rij + e;;)dz'dz?] (10.6.5) 


HP, Qj 是 单位 3- 球 上 的 度 规 , e;; 是 上 述 度 规 的 微 扰 , 可 用 3- 球 上 的 各 级 调和 
函数 来 展开 。 类 似 地 ，N N o 也 可 作 类 似 的 展开 。 于 是 , 我 们 可 得 到 作用 量 的 展 
JF. BẸ 

S = Sola, No, 9) + 》 Sn, (10.6.6) 


Job. So 是 未 微 扰 的 作用 量 ，9, = [ag + 12) 是 仅 考虑 二 阶 小 量 的 微 扰 作 用 
量 , n 是 调和 函数 的 主 量子 数 。 由 此 得 总 哈密 顿 量 为 


H = nz 4 ] xis 三 Mi 十 7_。 (10.6.7) 


10.3 节 已 指出 , XX (10.6.7) 的 第 二 项 是 抹 匀 后 的 3 维 微分 同 胚 约束 算 子 , 它 要 求 波 
函数 在 3 维 微 分 同 有 变换 下 不 变 , 第 一 项 定义 W-D 方程 。 此 时 的 W-D 方程 可 写 
为 


区 + (°H} +H} +TH})| v — 0, (10.6.8) 


其 中 , 右 下 角 标 表示 阶 数 , 0 代表 未 微 扰 的 量 , 2 代表 二 阶 微 扰 量 , ZC Ef S.V. T 
分 别 表示 标量 微 扰 、 矢 量 微 扰 和 张 量 微 扰 。 
把 波 泛 函 作 类 似 分 解 
y= go [[ v, (10.6.9) 
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其 中 ,多 = SyMVyMTy™, 在 WKB 近似 下 , 标量 模式 、 矢 量 模式 和 张 量 模 
式 的 波 泛 函 分 别 满足 由 SH3、* H3 MTH? 所 决定 的 薛 定 请 方程 , 即 


= Hey (10.6.10) 


适当 选取 规范 后 , BERRA) BRESA Fé n] 9) SK HAIZ ER B T 18] BE 
化 。 
计算 表明 : 对 微波 背景 辐射 温度 T 的 各 向 异性 值 AT, 主要 由 标量 模式 系数 


an RE, BH 
ATA" A ' 
(C3 d (a) o (10.6.11) 


由 标量 微 扰 波 泛 函 的 解 及 观测 值 (+) < 10-4, 可 得 出 标量 场 质量 的 上 限 为 10" 


GeV。 
10.6.4 时 间 箭 头 问 题 


通常 有 三 种 不 同 的 时 间 箭 头 , 它们 是 : 

(1) AJARA. PETRI EIS] 2 BR HE B] 77 I9] o 

(2) 心理 学 时 间 箭 头 。 我 们 可 以 记忆 过 去 事件 ,但 不 能 记忆 未 来 。 从 几率 观点 
看 , 过 去 事件 的 几率 为 1, 未 来 事件 几率 小 于 1, 这 就 出 现 了 心理 学 上 的 时 间 箭 头 。 
如 果 可 以 预知 未 来 ， 则 未 来 事件 的 几率 也 为 1， 这 就 不 存在 心理 学 上 的 时 间 箭 头 
J. 

(3) FEFE. FHERR a(t). n1? 增长 的 方向 。 

人 是 一 个 遵从 热力 学 第 二 定律 的 系统 ， 因 此 热力 学 时 间 箭 头 应 与 心理 学 时 间 
箭头 相同 。 

哈 特 、 霍 金 的 “无 边界 ”边界 条 件 意味 着 ,宇宙 是 从 一 个 均匀 各 回 同 性 的 有 序 
的 基态 出 发 ， 随 着 宇宙 的 膨胀 , 宇宙 的 非 均 匀 性 、 各 向 异性 或 无 序 性 将 逐渐 增加 。 
这 样 , 在 膨胀 相 ， 宇宙 学 时 间 箭 头 是 与 热力 学 时 间 箭 头 及 心理 学 时 间 箭 头 一 致 的 。 
由 于 H-H 宇宙 波 函 数 是 CPT RT 不 变 的 , 霍金 曾 认为 43 , 在 收缩 相 , FH AY 
和 无 序 性 将 减少 ， 宇 宙 在 趋 近 大 挤 压 (big crunch) 奇 点 时 ， 有 序 度 将 增加 。 总 之 ， 
收缩 相 是 膨胀 相 的 时 间 反 演 , 二 者 是 完全 对 称 的 。 这 意味 着 上 述 三 个 时 间 箭 头 在 收 
缩 相 都 要 倒 过 来 。 用 霍金 的 话说 :“ 处 于 收缩 相 的 人 们 将 以 倒退 的 方式 生活 着 : 他 
们 在 出 生 之 前 即 已 死去 ,并 随 宇宙 的 收缩 而 变 得 更 年 轻 些 "028 。 

佩 奇 在 同一 年 指出 191， 虽 然 霍金 的 宇宙 波 泛 函 的 确 是 CPT A T 不 变 的 , 但 
它 的 个 别 WKB 分 量 却 并 非 是 CPT K T 不 变 的 , 而 正 是 这 种 WKB 分 量 的 存在 
将 破坏 T 的 不 变性 。 拉 夫 拉 姆 (Laflamme) 和 谢 拉 德 (Shellard) 发 现 1120， 在 一 个 
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稍微 复杂 的 宇宙 模型 中 ,宇宙 的 击 缩 相 与 膨胀 相 大 不 相同 ， 即 令 哈 特 -霍金 的 简单 
模型 是 对 的 , 宇宙 收缩 相 也 可 能 永 不 出 现 。 这 是 由 于 宇宙 如 果 到 达 收 缩 相 之 前 已 进 
入 热 寂 状态 , 热力 学 时 间 箭 头 和 宇宙 学 时 间 箭 头 就 都 不 存在 了 , 因此 没有 理由 说 收 
缩 的 热力 学 时 间 箭 头 将 反 向 。 随 后 的 工作 表明 , 在 收缩 相 中 , 微 扰 模 式 不 仅 不 会 消 
失 以 回 到 基态 , 而 是 要 随时 间 而 增长 ， 以 致 宇宙 的 无 序 度 不 断 增 加 。 
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早 在 20 世纪 50 年 代 ， 惠 勒 就 曾 指出 ， 我 们 没有 理由 认为 宇宙 的 时 空 流 形 
拓扑 一 定 是 平凡 的 单 连通 的 。 例 如 ， 由 弯曲 时 空 量子 场 论 知 道 ， 在 普 朗 克 尺度 附 
近 , 物质 场 的 量子 涨 落 将 使 得 时 空 发 生 涨 落 , 其 结果 是 时 空 流 形 将 出 现 泡 沫 状 结构 
(quantum foam) 或 多 连通 结构 ， 从 而 在 时 空 各 处 出 现 手柄 (handle) 或 虫 洞 。 霍金 
曾 指 出 , 有 两 类 进入 黑洞 的 粒子 ,其 一 是 夫 缩 中 进入 黑洞 的 粒子 ,其 二 是 蒸发 中 从 
视界 外 进入 黑洞 的 粒子 。 如 果 黑 洞 可 完全 蒸发 掉 , 进入 黑洞 的 这 两 类 粒子 的 下 落 如 
fap? 霍金 认为 , 一 个 最 自然 的 解释 是 : 掉 入 黑洞 的 粒子 (图 10.10) 将 进入 一 个 由 我 
们 所 在 的 母 宇宙 分 岔 出 去 的 子 宇宙 中 去 。 无论 是 出 现 微观 虫 洞 ( 子 宇宙 ), 还 是 出 现 
宏观 子 宇宙 ( 虫 洞 )， 都 足以 说 明 宇宙 可 能 具有 复杂 的 多 连通 结构 。 


ll Ze CERE 
中 出 现 的 粒子 


SEL 
正 反 电子 对 


RU ASP SP ga EA Pe AR 
图 10.10 ” 掉 入 黑洞 的 粒子 进入 子 宇宙 或 虫 洞 


然而 , 在 经 典 广义 相对 论 框 架 下 , 杰 拉 奇 (Geroch) 证 明了 一 个 定理 020, 它 表 
明 拓扑 分 贫 或 拓扑 变化 在 一 个 既 没 有 奇异 性 又 没有 闭合 类 时 线 的 紧 致 的 洛 伦 效 时 
空中 决 不 会 出 现 。 杰 拉 奇 定理 表述 如 下 : 

BM 为 一 紧 致 几何 , 其 边界 为 两 个 不 连接 的 紧 致 类 空 3 流 形 2 和 Z' 的 并 集 ， 
如 果 M 是 等 时 序 的 (isochronous) 或 时 间 可 定向 的 (time-orientable), 且 无 闭合 类 时 
线 (closed timelike curve, CTC) MAA, W Z 和 Z! 为 微分 同 胚 , AM = Z@(0, 1]. 
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基于 杰 拉 奇 定 理 ， 虫 洞 只 能 出 现在 欧 几 里 得 空间 或 具有 奇 点 或 具有 闭合 类 时 
线 的 非 紧 致 洛 伦 效 时 空 。 前 者 表示 ， 这 只 能 是 一 种 无 法 进行 时 空 描述 的 量子 过 程 ， 
本 节 集 中 讨论 这 类 虫 洞 。 
10.7.1 虫 洞 解 

1. 霍金 解 

霍金 提出 022， 对 应 于 虫 洞 的 W-D 方程 的 解 ， 应 该 满足 适当 的 边界 条 件 ， 即 
(1) 在 渐 近 无 穷 远 或 洞口 外 ， 虫 洞 波 函数 应 衰减 为 0; (2) YET oU P. mir 
数 应 是 正规 的 。 

在 共 形 耦合 标量 场 情 况 下 , 如 10.4 T$, S x = V2roa P, 将 zx 在 3 球面 上 按 
调和 函数 Qn 展开 , 即 z = 》 fnQn, 当 引 力 处 于 基态 时 , 波 函 数 可 写 乘 积 的 形式 


Plar) = 而 (JE 加 (六 )。 在 此 近似 下 , W-D 算 子 作用 于 不 同 的 模 上 , 有 相同 的 形 


2 92 
(5. s a?) o(a), (-55 + (n? + 0/2) Pal fa), (10.7.1) 
且 各 模 间 没 有 相互 作用 。 各 模 可 取 谐 振子 波 函 数 的 形式 

Pola) xe? "? Hi(a), Vi(fn) ox e +D RH ((n2 +1) ifn), (10.7.2) 
其 中 , Hi 是 厄 米 (Hermite) 多 项 式 。 

由 式 (10.7.2) 知 ，z(a,z) 满足 霍金 的 虫 洞 边界 条 件 。 

2. 科 尔 曼 - 李 (Coleman-Lee) 解 

考虑 有 质量 复 标量 场 与 引力 的 最 小 耦合 欧 氏 作用 量 123| 


P= "i d'r/gg (wem 十 so" Oyo + jo) + 表面 项 ， (10.7.3) 
M 
其 中 
1 
52 — 
I» = 16xG ' 
A -2M2 f drh? Ke ~ 吉本 斯 -霍金 项 ， 
OM 
KE = Vinj ~ DA 的 外 曲率 或 第 二 基本 型 在 切 方向 的 投影 ， 
KgzKP. (10.7.4) 
4 


d= fe" =f(tre =), 9210, (10.7.5) 
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nu 
1 


| 5 1 
f= fats JE (uan + 5,/70,00^0 70, fO" f + jn) 


1 1 
=| ds gE (mèrs — 520,00" + 39 f0" f 十 sms) , (10.7.6) 


注意 , A (10.7.5) 是 标量 场 olt) 的 极 坐标 表述 。 


对 于 闭合 宇宙 型 的 欧 氏 虫 洞 解 
ds? = dt2 + a?(tp)dQ? ~ R! x S?3n1h. (10.7.7) 
把 式 (10.7.7) 代入 式 (10.7.6) 后 变 分 , 可 得 0 方程 
ôI 
z=’ 
或 
, 0 0 1 pr 
o=- [tr mag [share oro ves] 
auc) 
OZ (10.7.8) 
= [ator girone + oreet 一 av 而 
=0 (VJE f 30) = ge V, (f^0"0) « 
它 导 致 守恒 律 
VJ" — 0, (10.7.9) 
Hp, FERA 
JY = fd. (10.7.10) 


守恒 律 式 (10.7.9) 在 整个 流 形 M 上 的 积分 为 


f V,J"dX = f J"dE, = 0, 

M OM 

其 中 , az 是 M 上 4 维 不 变 体 元 , dd, 是 边界 上 的 3 维 有 向 面 元 。 对 于 式 (10.7.7), 
流 形 只 有 初 态 和 末 态 的 边界 , 则 上 述 守恒 律 定 义 一 个 守恒 荷 


q= fraz ‘ (10.7.11) 


注意 : 欧 化 时 间 常 数 te 的 超 曲面 的 协 变法 矢 是 n,, = no80 = 80, 超 曲 面 上 的 诱导 
度 规 是 ds? = jjdzidzi = a?dN2, 


J? = f?), d 马 =moVhd3z， (10.7.12) 
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得 
q = 2n7a°f?d. (10.7.13) 


REAL Bal A SF TE ter. BETA A, 这 一 非 零 荷 在 虫 洞 物理 中 的 地 位 , 犹如 非 零 角 
动量 在 一 个 有 心 势 场 中 的 粒子 动力 学 中 的 地 位 , 或 非 零 磁 荷 在 特 . 胡 夫 特 - 波 利 亚 
AGF (t'Hooft-Polyakov)- 磁 单 极 动力 学 中 的 地 位 , 流 经 虫 洞 的 非 零 守恒 荷 使 得 联结 
两 个 不 连通 时 空 流 形 的 虫 洞 不 致 于 关 断 掉 。 

作用 量 式 (10.7.6) 对 f. a 变 分 , 分 别 得 到 f 的 方程 


Pestf.gp -m?f =0 (10.7.14) 
和 a 方程 
a? 二 1 十 15 M; ^a (f? ed q^ (10.7.15) 
后 者 是 唯一 非 平庸 的 引力 场 方程 一 一 G# 方程 。 
下 面具 体 讨 论 3 种 虫 洞 解 。 


3. 吉 丁 斯 - 施 特 罗 明 格 (Giddings-Stróminger, G-S) 虫 洞 解 1234 
先 看 一 个 最 简单 的 情况 。 令 m = 0、f = BR, 则 方程 (10.7.15) 化 为 


a? =1-— UM; pi o (10.7.16) 
由 式 (10.7.13) 可 得 
g^ ule x (10.7.17) 
2 
Li= MERO (10.7.18) 


X (10.7.17) 可 看 成 一 个 具有 动能 a? 的 粒子 处 在 一 个 排斥 势 场 at 中 运动 ， 当 
a(tg) 一 oo Bf, à? > 1 W a(tg) > te + C; 4 alte) 5 L, à —^ 0 Malte) 一 常数 ; 
故 3- 球 在 a = L 处 有 一 个 极 小 值 , 并 随 ts 变化 而 膨胀 , 直至 与 te 线性 相关 。 令 
a(te)|tp-0= L, 这 正 是 一 个 虫 洞 的 构 形 (图 10.11). 

霍金 曾 对 G-S 虫 洞 解 的 合理 性 提出 过 质疑 425。 他 指出 , 对 最 小 耦合 无 质量 标 


量 场 ，W-D 方程 为 
上 ( ) 一 I. - a! W(a,¢) — 0. (10.7.19) 


ada X Ba 
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图 10.11 Hifp 


引入 变量 代 换 


x = —asinh $, 


(10.7.20) 
y = —acosh $, 
W-D 方程 化 为 
or 2 2 


这 是 外 g 量 反 号 的 两 个 谐振 子 的 方程 其 解 为 一 个 分 立 集合 ,并 有 合理 的 渐 近 行为 。 
但 是 , 它们 并 不 同 于 G-S 虫 洞 解 , 后 者 所 对 应 的 W-D 方程 的 解 为 一 连续 集合 ,， 即 


V (a, p) = e*? K,(ia?) , (10.7.22) 


其 中 , Ky 为 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 , q ATEH. W-D 方程 的 解 式 (10.7.22) 4 a 
甚大 时 衰减 , 但 在 a = 0 附近 无 穷 振动 ,因而 虫 洞 是 奇异 的 , 并 不 满足 合理 的 边界 
条 件 。 

但 需 注 意 ， 霍金 在 质疑 过 程 中 用 的 是 实 标量 场 。 而 G-S 虫 洞 解 中 用 的 是 复 标 
量 场 。 对 于 实 标量 场 ， 守 恒 荷 9 A, 于 是 L = 0, 确实 就 不 存在 G-S RWT., 
但 这 并 不 排除 在 复 标量 场 的 情况 中 G-S 虫 洞 解 的 存在 性 。 

4. 大 质量 虫 洞 解 123| 

为 考虑 更 多 的 解 , 记 A = $= fe’, Ay = g = fe. 引入 


A, + AL 
Ag = x =f cosh V = f cos(—i0) =f cos(i0) , 


Ay = 
A 三 * 


守恒 荷 式 (10.7.13) 可 用 A 表示 为 


— =f sinh 0 = if sin(-i0) = —if sin(i9) o (10.7.23) 


q = 2n*a3(AgA; — A1Ào) = m?a3(A_ À, — A,A_) o (10.7.24) 
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考虑 复 标 量 场 具 有 如 下 对 称 性 ， 即 
f(—te) = f(te), O(—tg) = —V(tp), 
TA. Ao. Al. Ay 具有 下 述 对 称 性 


Ao(—tE) = f(-tg) cosh 9(—tg) = f (tg) cosh[- (tg )] = Ao(tg) š 
Aı(—te) = f(-tg) sinh[9(—tg)] = — f (tg) sinh O(tg) = — Ai(tg) " (10. rj 25) 
A«(-tg) 2 A-(tg), A-(-te)= A«(te) (f^ = A.A-). 


采用 新 的 变量 后 , 利用 式 (10.7.8), 可 把 式 (10.7.14) BA 
A+3°A—m?A=0, (10.7.26) 
其 中 , A= Ao, Ay 或 Azo & dte = ady, 方程 (10.7.26) 化 为 


ee k*A s 0, k zma?, (10.7.27) 


这 正 是 波 数 为 大 = KE ARE ISAT. BARE AY WKB 近似 方法 求解 。 
WKB 近似 的 条 件 是 


dk 
RP ets 
dy 
9 dk ir cide. Sa uus m 
由 于 大 dy ^m a dy = ma’ P WKB 近似 的 条 件 又 可 写 为 
€ «1. (10.7.28) 


两 个 独立 的 WKB 近似 解 为 


y 
AQ) = 7-1/2 exp( f kdy) = exp(+C)m~!/?a~%/? exp(mtg) 


= N*!m-'/2q-3/2 exp(mtg), (10.7.29) 


其 中 , C、N 为 积分 常数 的 两 种 不 同 写法 , 具体 到 AL, 每 一 个 都 可 有 两 个 解 , BU 


AG ) _ N£lg-1/29-3/293mtg 
A® = + N#1m1/2q-3/2etmte . 
Kcu N#1m-1/2q-3/2etmte (10.7.30) 


AC a +N+1m1/2g-3/2etmte . 
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在 写 出 上 面 的 AC? 时 , 再 次 用 到 式 (10.7.28). HI (10.7.24) 和 式 (10.7.30) E 
若 A, 与 A. BAHAR (+) 号 , Wo = 0。 为 得 非 零 守 恒 荷 , 应 取 不 同 的 (+) 号 组 
合 ， 从 而 得 

gs 2x (10.7.31) 


一 个 方便 的 取 法 就 是 A. 取 (+), A- 取 (—). TÆ, WKB 近似 解 可 写 为 


Ay = N+im- 1/2g 3/2etmte 一 y+ s gums (10.7.32) 
Ag = +N*'m < 。 (10.7.33) 


利用 A 后 , a 方程 (10.7.15) 可 改写 成 
1 1£—2,2 12 42 2 42 2 42 
a? —1- c, Mya (Aj - À? 一 m243 +m A?) 
1 "M 
-14 5M, 7a (A, A - m^ ALA.) (10.7.34) 


利用 式 (10.7.31). 式 (10.7.34) 得 


: L mq 

à? —1- pu L= 120? M2 ， (10.7.35) 
这 是 一 个 以 工 HRF, q 为 荷 的 虫 洞 。 这 个 虫 洞 解 不 同 于 G-S 虫 洞 解 , 在 G-S 
虫 洞 解 中 m = 0, 而 在 这 个 虫 洞 解 中 m z 0. 不 仅 如 此 ， 由 式 (10.7.28) 知 , 与 欧 化 
RH (Hubble) 参量 a/a 相 比 , m 比较 大 , 所 以 这 种 虫 洞 解 称 为 大 质量 虫 洞 解 。 科 
尔 曼 和 李 称 其 为 大 虫 洞 极限 。 


5. 小 质量 虫 洞 解 123] 


现在 我 们 来 考虑 男 一 个 极限 一 一 小 质量 极限 。 科 尔 曼 和 李 称 其 为 小 虫 洞 极限 。 
为 更 精确 地 说 明 小 质量 极限 , 我 们 把 方程 (10.7.26) 改写 为 


a? À + 3aàÀ — (ma)24=0。 (10.7.36) 
MR m 很 小 以 至 于 
mara ay Mae 
aa. A a? A 
则 式 (10.7.36) 近似 为 
a? À + 3a7aA — 0, (10.7.37) 
或 
E ET =0, (10.7.38) 


dtg 
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由 此 得 l 
Bach, 
积分 得 
Ar =CiAo + C20 (10.7.39) 


这 是 在 Ao-Ai 平面 内 的 一 根 直 线 。 TIS RITU A-A 平面 内 作 一 个 “ 洛 仑 效 变 
换 ”( 荷 转动 )， 以 使 此 直线 变 为 


Ao = 常数 或 4o=0。 (10.7.40) 
由 式 (10.7.24) 得 
q = 2r2a34o4i , (10.7.41) 
所 以 
à q 5 
A | M 6 10. .42 
! 212a? Ag 
a 方程 (10.7.15) 可 变 为 
za a E edo ee (10.7.43) 
TDAUQEUS is 4811 M2 Aja" EE 
或 
15 ; q? 
:2 Hd 一 
aie: Arae 4 10.7.44 
: at 48 M2 AP as 


式 (10.7.40)~ 式 (10.7.42) 和 式 (10.7.44) 给 出 小 质量 虫 洞 的 基本 方程 。 从 式 (10.7.44) 
的 形式 上 看 , 小 质量 虫 洞 解 与 G-S 虫 洞 解 相 同 , 然而 两 者 的 f 有 完全 不 同 的 行为 。 
注意 , “4 te o too 时 , a 一 +00.a +1; 而 当 a — L Bf. à — 0, 指定 此 时 的 
tg 为 0。 于 是 ， 
"00(tE —--oo) Ay 


"十 co 
41(oo) = 41( 一 oo) zi dA; — | — da 
ig—-—oo 


oo(tg-—oo) Q 


prs 1 A, 
一 E — da 
oo(tg—-—oo) L(te=0) a 


o0(tE= 十 00) Ai q oo da 
s a n?Ao Je Vas — Lia? 
"EX cS 
4x Ao L? 


另外 , 由 式 (10.7.30) 及 式 (10.7.25) Al, 
0— A, (—oo) + A_(+00) = 2A4(—00) = 2A_(+00) 
一 240 十 41( 一 oo) = A,(+00) " 


(10.7.45) 
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比较 上 两 个 式 子 , 有 


2 q V 3x M, Ao 
Aó = = , 


&nL? 2 
即 
Ao = VM, (10.7.46) 
ak 
| RR NN (10.7.47) 
6x3 M2 


即 流 经 小 质量 虫 洞 喉 的 荷 正比 于 ML, 且 比 例 系 数 是 确定 的 6m3。 与 之 成 为 对 照 
的 是 , MA G-S 虫 洞 喉 的 荷 正比 于 ML, 且 比 例 系数 依赖 于 f(= 常数 ) 的 大 小 。 
10.7.2” 欧 几 里 得 虫 洞 (TFH) 对 场 论 的 影响 

MOULE d] ( 子 宇宙 ) 对 母 宇宙 中 的 场 论 会 带 来 重要 的 影响 。 现 在 我 们 来 简 
要 讨论 这 种 影响 。 

l. 与 虫 洞 耦合 的 有 效 作 用 量 

考虑 一 欧 氏 母 宇宙 与 者 干 欧 氏 虫 洞 ( 子 宇宙 ) 组 成 的 系统 。 假 定 存在 不 同 种 类 
的 虫 洞 , 这 些 虫 洞 可 用 它们 的 大 小 、 所 携带 的 荷 等 加 以 区 分 。 为 计算 简单 ,我 们 用 
分 立 变量 ; 来 标记 不 同 种 类 的 虫 洞 。 对 每 一 种 虫 洞 都 可 引入 产生 、 漂 灭 算 子 ai. a] 
来 描述 , 它们 满足 如 下 对 易 子 代数 


cal lal. al] = 0, fa; at dus (10.7.48) 


这 种 与 虫 洞 耦合 系统 的 有 效 作用 量 由 下 述 定理 给 出 。 

定理 524 BE Al) 为 不 考虑 欧 氏 虫 洞 (TEE) 时 母 宇宙 中 ol) 场 的 拉 氏 
量 , Al) 为 第 i 种 虫 洞 ( 子 宇宙 ) 与 o 场 的 耦合 , 则 虫 洞 (TEE) 的 存在 等 效 于 
在 母 宇宙 中 引入 如 下 的 有 效 欧 氏 拉 氏 量 Ar WARK REE, BD 


Log = Ly((x)) + » ) : (al. + ai), (10.7.49) 
其 中 , i* 为 “i” 的 CPT 对 应 。 相 应 的 有 效 欧 氏 作用 量 和 配 分 函数 为 


La = | giten = [ate JE 


$52 a: I --a,) 


Tio D | teym (a. a) 8 Io +> L, (10.7.50) 
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Z c exp{—leg} = elo .g- bili c glo Je” o 
可 以 看 出 , ai. 与 a; 的 组 合 是 与 Za 的 CPT 不 变性 相 容 的 。 
证 “我们 仅 对 某 一 给 定 种 类 的 虫 洞 (第 i 种 ) 加 以 证 明 , 各 种 虫 洞 的 总 效应 是 
不 同 种 虫 洞 效应 的 迭 加 。 
WM 为 连结 3 RM, 和 M 的 4 流 形 (M = R!o S°), 如 图 10.12 Pra. 


图 10.12 ”和 母 宇宙 与 子 宇宙 


初 态 : 3 球 母 空间 Mi, 第 i 种 子 宇宙 nn re (ni -r), 其 中 为 与 母 宇 宙 不 连通 
KE i RITE ROG (n1 — 7) 为 与 母 宇宙 M 连通 的 第 ;种 半截 虫 洞 (semi-wormhole) 
数 ; 

WAS: 3 球 母 空间 Mo, 第 i PPE SH ng =7 十 (nz 一 7), 其 中 (nz 一 7) ASH 
宇宙 A4 连通 的 末 态 第 i 种 半截 虫 洞 ( 子 宇 宙 ) 数 , m 是 在 M 内 的 第 ;种 虫 洞 数 。 

在 ny 和 no 给 定 的 情况 下 , 对 所 有 可 能 出 现 的 不 等 价 (第 i 种) mp. A 
洞 和 子 宇宙 等 中 间 几 何 求 和 , 可 得 


oo min(ni,n2) 


"A 1 1 


m=0 


xq In mob bna n 

(kV4)?" (kVa (kVa)™2—" 

(2m) (ny —r)! (n2-r)! 

^ (2m)! nı! n3! | 
^mm porno 
Et, n, 为 半截 虫 洞 的 欧 氏 作用 量 ， 于 是 整个 虫 洞 的 作用 量 为 2w. ESHA 
(10.7.51) 时 , 先 假设 所 有 虫 洞 和 所 有 子 宇宙 都 是 可 分 辨 的 , 然后 再 扣除 重复 计算 的 
结果 。 


(10.7.51) 
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st (10.7.51) 的 第 一 行 : 若 子 字 宙 是 可 分 辨 的 有 n 个 初 态 和 n 个 未 态 子 字 宙 的 
各 种 可 能 的 对 接 方式 应 出 现 因子 nts 但 实际 上 , 子 宇宙 都 是 等 同 的 , 故 应 乘 以 二 = 
1 ji 
ga DNR HHO 因此 应 在 初 态 和 末 态 中 各 引入 因子 —. 
第 二 行 : 所 有 与 母 字 宙 有 关 的 虫 洞 和 半截 虫 洞 的 作用 量 之 和 。 | 
第 三 行 : M BH dos RU AR eS BE ndr E BETTE He ETRY. 几率 
幅 将 与 V, = J vgd'x 成 正比 ， 设 比例 常数 为 有; 除 以 (2m)!(n1 一 7)!(nz — r)! 为 
JM 
消除 重复 计算 数 。 " 
第 四 行 ;为 组 合 因子 的 积 ， 其 中 CU) Jy dup A AURA, BOLD 2m 
个 不 同 端点 , 每 2 个 一 组 ,分 成 m 组 ， 其 组 合 数 为 Emi my 由 于 m PAER 


义 ,应 除 以 mi: OF = LU HE "—: 


为 未 来 子 宇宙 与 母 宇宙 配 接 方式 数 ; 最 后 一 个 因子 r! 是 7 nm 


no! 


[no — (n2 — r)]|! 
与 未 来 都 没有 与 母 宇 宙 相 联 的 子 宇宙 的 对 接 方式 数 。 
注意 : 
(kV ye yam oo 1 (kV4e- 1v)? "n, ga 
一 一 = —— ———— ze /? 
> c: 2 m! | 2 | i i 
m=0 m=0 
其 中 
B = kVae ™, 
故 
min(n1,n2) ning Sr 
= Judas FEE saoi 10.7.52 
nily nole 2, PERT 6 (10.7.52) 
35. 


(ng eP (ota Ini) = e^ /2 ing] ef m) 
oo t) 
o8? /2 (Bai. )* (Bai) 
SET ie 
(Bas) no—T (Ba; )" i~r 
e a (n2 ger Ir) (r| [n1) 


(mi =r)! 
只 有 —t=r Oe ce te 
join 
OP NAT) gmim- 


a Toning mV Vnale (10.7.53) 
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在 计算 中 我 们 采用 了 规 一 化 (nmi) = Vmit/r! 和 (nalna) = V/ne!/r!, 在 第 一 个 等 
RP, 我 们 运用 了 公式 e? B(A+B) — PÊ .e64 . eF [BY Al 及 [lat,a] = ale 
显然 , XX (10.7.53) 与 式 (10.7.52) 的 右边 相等 ， 故 应 有 正比 于 a; + al.， 
~ n 证 毕 。 
应 指出 ,有 效 拉 氏 量 式 (10.7.50) 在 9 = CPT 变换 下 的 不 变性 。 FEE, 
PTZ P Or Crp ra r 


=H+5)°Glait+al.) = £a, (10.7.54) 


即 有 效 拉 氏 量 式 (10.7.50) 在 9 变换 下 的 不 变性 要 求 虫 洞 ( 子 字 宙 ) BAE EK 
算 符 须 以 (al. + w) 的 形式 出 现 于 Za 中 。 

最 后 需 指出 , 虫 洞 ( 子 宇宙 ) 的 产生 、 潭 灭 算 符 与 时 空 无 关 (0,0; = 0). RBA 
合子 宇宙 的 总 能 量 和 总 动量 都 为 0, 这 是 由 于 

(110,1) = (0]a;0,a]|0) = 0。 

2. 量子 相干 性 的 丢失 问题 

设 |9,n) = lon) 为 物质 场 $ 和 个 子 宇 宙 的 态 , 我们 考虑 一 个 子 宇宙 的 创 生 
如 图 10.13 所 示 。 设 入 射 态 为 纯 态 lin) = | 如 ,0)， 密 度 算 符 为 pn = - HS WP 
经 散射 后 , KAEH 6t, 0), 和 e, 1)。 的 不 相干 全 加 态 或 混合 态 ， 故 


|out) = |¢°"",0)1 + |e", 1)2, (10.7.55) 


|¢™,0) 
图 10.13 “一 个 子 宇 宙 的 创 生 


密度 算 符 为 


= C? t, 0) 1 (0, "dud d gem 1)2 2(1, om f (10.7.56) 
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其 中 , C? 和 C2 分 别 是 t, ASG |G 1)o 态 的 统计 权重 。 用 密度 矩阵 表示 ， 
有 
Trp™ = (in|pi" in) = (in|ó'^, 0) (9^, Olin) = 1, 

"Trip? )"] = 1 = Trp™ (此 为 纯 态 的 充 要 条 件 )， 


Tre? = (out °t lout} 


(10.7.57) 


= (out| (|6°™, 0)4 CT 1(0, d°™*| + |", 1)2C2 2 (1, 6°"*]) lout) 
mr 0r eT, (10.7.58) 
Tr((p*"*)?] = (out|(A°"*)? Jout) 
= (out| (|6°"*, 0)1C7 1(0, d°™"| + |ó?"*, 1)2C2 2(1, 9?"* |) 
(10°, 0), CT 1 (0, $?"*| + |ó?"*, 1)2C2 2(1, 9?" |) lout) 
= c po 21 Tier". 


定义 量子 相干 性 的 丢失 (the loss of quantum coherence) 为 


L= Tr(p?), 
则 纯 态 变 为 混合 态 时 一 定 有 量子 相干 性 的 丢失 。 


以 黑洞 蒸发 为 例 126 , 如 图 10.14 所 示 , 入 射 态 |0)in 变 为 二 个 出 射 态 的 完备 集 ， 
因而 存在 关系 


图 10.14 黑洞 蒸发 


|0)i ~ lout)s + lout)1, (10.7.59) 


如 果 黑 洞 可 以 完全 蒸发 掉 ， 则 入 射 纯 态 Oin 变 为 出 射 混合 态 |outy;， 且 后 者 不 构 
成 完备 集 而 导致 信息 或 者 量子 相干 性 的 丢失 。 用 场 论 中 散射 矩阵 S 来 表示 ， 就 是 

S|0)in = lout): , (10.7.60) 
其 中 , SERERE. 
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当 创 生 一 个 子 宇宙 时 , 对 于 母 宇 宙 的 观察 者 而 言 , 入 射 纯 态 变 为 一 个 统计 分 布 
的 混合 末 态 , 因而 量子 相干 性 丢失 , A Slot, 0) = lout,0) 中 的 S RE. XF 
Ai = ai +a! 的 本 征 态 , 量子 相干 性 是 不 丢失 的 。 后 一 情况 可 如 下 证 明 。 
设 
Hew = Holo) + X ?6(0)A; (10.7.61) 


为 闵可夫 斯 基 时 空 的 有 效 哈密 顿 密度 ，4; 是 子 宇宙 的 某 个 算 符 。 再 设 US) 为 一 线 
性 独立 的 厄 米 函数 集 , FO 的 厄 米 性 知 , 所 有 A; 也 应 是 厄 米 的 ， 即 
A; =A!. 


l 


又 对 于 所 有 子 宇宙 , 算 符 A 与 时 空 显示 无 关 ， 即 


,Ai=0, (10.7.62) 
且 与 物质 场 对 易 
[Hi, Aj] =0 vi, (& Si = 0) 。 (10.7.63) 
因此 
[H(x), H(y)] =0 = Y 7 H(z)H;(y) Ai, Aj], (10.7.64) 
tJ 


其 中 , 已 用 到 不 同 子 宇宙 之 间 的 间隔 是 类 空间 隔 。 由 XK; 的 线性 独立 性 得 
E 550, (10.7.65) 
特别 是 , “4 A = aj al 时 , 有 
[c 4-a!), (a; + al) = (ai, aj] + (ai, at] + [a}, aj] + [a], af] = 0. (10.7.66) 


已 知 一 组 对 易 的 厄 米 算 符 可 同时 对 角 化 , 也 即 存在 一 本 征 态 矢 , 它 是 所 有 A 算 符 
的 共同 本 征 态 和 撩 ， 由 海 森 伯 (Heisenberg) 运动 方程 


iS As = [A;, H] =0 (10.7.67) 


可 知 , 在 时 间 演 化 中 , 在 任 一 局 部 算 符 作用 下 , 所 有 A; 的 本 征 态 始终 保持 为 本 征 
态 。 因 此 , A 的 初始 本 征 态 在 时 间 演 化 中 不 会 丢失 其 相干 性 。 这 就 为 解决 黑洞 霍金 
辐射 中 量子 相干 性 丢失 问题 提供 了 一 种 解决 方案 。 

应 指出 : 由 于 fata, (at +a) 关 0,， 所 以 任意 确定 数目 的 子 宇宙 态 都 不 是 A = 
a! +a 的 本 征 态 , 而 4 的 本 征 态 只 能 是 所 有 可 能 的 N = ala 的 本 征 态 的 登 加 。 
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还 需 特别 指出 : 解决 黑洞 霍金 辐射 中 量子 相干 性 丢失 问题 不 仅 有 虫 洞 ( 子 宇 
fH) 这 一 个 方案 , 还 有 其 他 可 以 替代 的 方案 。 例 如 ,找到 某 种 机 制 使 黑洞 不 可 能 完 
全 蒸发 掉 , 从 而 使 得 式 (10.7.60) 不 再 成 立 , 并 恢复 S 的 么 正 性 。 文献 [8] 就 给 出 这 
样 一 种 机 制 ,9.7 节 给 出 另 一 种 使 得 黑洞 不 能 完全 蒸发 掉 的 机 制 。 避 免 5 矩阵 出 现 
不 么 正 情 况 的 男 一 种 方案 是 , 考虑 黑洞 蒸发 时 计 及 霍金 辐射 对 时 空 背 景 的 反作用 ， 
这 种 方法 也 可 解决 黑洞 信息 丢失 问题 127, 128] , 

欧 几 里 得 虫 洞 还 曾 用 来 解释 宇宙 学 常数 为 零 的 问题 029], 但 因 20 EARE 21 
世纪 初 宇宙 学 观测 发 现 , 我 们 生活 的 宇宙 正 处 于 加 速 膨 胀 阶段 030-1371， 相 当 于 有 
一 个 正 的 宇宙 学 常数 。 这 至 少 说 明 现 有 的 欧 几 里 得 虫 洞 方法 还 太 过 粗糙 。 
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宇宙 创 生 问题 是 人 类 理性 最 希望 理解 而 又 最 难 理解 的 一 个 问题 ， 上 述 量子 宇 

宙 学 的 两 种 不 同 理论 是 人 类 理性 的 伟大 尝试 。1998 F, KEF (Gott) 和 李立新 提出 
-个 宇宙 不 创 生 于 “无 ”而 是 自我 创 生 的 模型 33, 这 是 量子 宇宙 学 的 一 个 新 进展 。 

此 外 , 量子 宇宙 学 的 思想 不 仅 用 于 基于 广义 相对 论 的 宇宙 学 , 还 推广 到 基于 其 他 引 
力 理论 的 宇宙 学 。 例 如 : 

(1) f(R) 的 普遍 情况 

维 兰 金 459 和 霍 罗 维 茨 140] 曾 在 均匀 各 向 同性 宇宙 中 考虑 FOR) 普通 情况 下 的 
量子 宇宙 学 ,至少 对 于 f(R) = RP 的 情况 ,结论 与 爱 因 斯 坦 引 力 和 有 质量 标量 场 
耦合 的 模型 相似 。 ABRU 曾 考 虑 过 


f(B) = At R= aC tC nat BR’ (10.8.1) 


的 量子 宇宙 学 。 

(2) 布 兰 斯 -迪克 (Brans-Dicke, BD) 量子 宇宙 学 。 有 两 点 理由 促使 人 们 去 建立 
B-D 量子 宇宙 学 。 其 一 , 前 田 (Maeda) 指出 , 在 10 维 时 空 超 弦 理论 中 , 如 果 假 设 6 
维 额外 空间 为 里 奇 平 的 卡拉 比 - Fr (Calabi-Yau) 空间 , WU 10 维 时 空 的 爱 因 斯 坦 作 
用 量 正好 等 于 4 维 时 空 的 B-D 作用 量 043; H, 刘 辽 、 范 黎 和 黄 超 光 发 现 , 4 维 爱 
因 斯 坦 引 力 理论 经 过 时 空 的 共 形 量子 涨 落 可 变 为 4 维 B-D 引力 理论 043] 。 因此 , 在 
极 早 期 宇宙 , 基于 B-D 引力 理论 的 量子 宇宙 学 可 能 是 有 意义 的 。B-D 量子 宇宙 学 
首先 由 刘 辽 、 黄 超 光 于 1987~1988 年 建立 起 来 044-1661， 以 后 经 过 朱 宗 宏 047, 148) | 
Fr] J B49) 、 肖 兴国 050, 151) 等 的 进一步 研究 , 更 丰富 了 BD 量子 宇宙 学 。 

(3) 诱 生 引力 量子 宇宙 学 。 徐 一 鸿 (Zee) 首先 把 对 称 性 自发 破 缺 思想 引入 到 引 
力 理论 中 来 , 建立 了 诱 生 引 力 理论 L1521, 此 理论 与 爱 因 斯 坦 理论 目前 尚 无 法 用 实验 
来 区 分 。 徐 曾 指出 , 在 标量 曲率 很 大 或 接近 曲率 奇 点 时 , 两 种 理论 应 存在 很 大 的 差 
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别 , 然而 这 时 引力 的 量子 效应 将 变 得 十 分 重要 , 这 就 导致 人 们 去 建立 诱 生 引力 的 量 
子 宇 宙 学 。 进行 这 方面 工作 的 有 莫 厚 俊 、 方 励 之 L531\ 沈 有 根 、 谭 振 强 454, 王 文 德 、 
陶 才 德 155 和 许 建 梅 等 L156]。 

(4) 图 量子 宇宙 学 。 自 20 世纪 80 年 代 末 、90 年 代 初 开始 ， 人 们 尝试 一 种 新 的 
引力 场 量 子 化 方案 一 一 圈 量 子 化 方案 0157-159]。 将 这 种 引力 量子 化 方案 用 于 宇宙 
学 就 得 到 圈 量 子 宇宙 学 0160-163 。 在 圈 量 子 宇宙 学 中 ,引力 的 基本 变量 为 选择 约 化 
的 和 乐 (holonomy) 和 体积 , 在 理论 中 引入 一 个 自由 的 无 质量 标量 场 作为 时 间 , K 
用 相干 态 表 和 象 , 将 量子 哈密 顿 约 束 方程 化 为 一 个 差分 方程 ,得 到 宇宙 反弹 的 图 像 ， 
而 非 宇宙 创 生 于 无 的 图 像 。 圈 量子 宇宙 学 成 为 21 世纪 初 量子 宇宙 学 的 研究 热点 。 


Cn 
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